
　　　　　　　　　　　　グレブナー基底と代数多様体

　　　　　　　　　　　　　　　　 　 　　　　菅崎 賢人

目次

1 アフィン多様体とイデアル 1

1.1 アフィン空間 . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 アフィン多様体 . . . . . . . . . . . 2

1.3 イデアル . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 グレブナー基底 5

2.1 単項式順序 . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 ヒルベルトの基底定理 . . . . . . . . 6

2.3 グレブナー基底と S多項式 . . . . . 8

2.4 ブッフベルガーのアルゴリズム . . . 10

2.5 簡約グレブナー基底 . . . . . . . . . 14

3 消去理論 16

3.1 消去定理・拡張定理 . . . . . . . . . 16

3.2 消去の幾何 . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3 陰関数表示化 . . . . . . . . . . . . . 22

3.4 終結式 . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.5 拡張定理の証明 . . . . . . . . . . . 29

4 代数と幾何の対応 32

4.1 ヒルベルトの零点定理 . . . . . . . . 32

4.2 根基イデアルと多様体の対応 . . . . 34

4.3 多様体の既約分解 . . . . . . . . . . 39

5 幾何の定理の自動証明 43

　

概要

　当論文は主に『グレブナ基底と代数多様体入門 上・下』をテキストとして書かれている．具体的には第 1，

2，3章の大部分と第 4，6章の一部の内容である．

　主なテーマはアフィン多様体とイデアルの間の対応関係とそれによる連立方程式の解法である．その過程で

最も重要な道具であるグレブナー基底が登場し，その性質や利用方法を探る．

　まず第 1 章で，多変数多項式の連立方程式の解空間をその多項式で定義されるアフィン多様体として表記

し，その多項式で生成されるイデアルを考える．第 2章で多項式環（あるいは一般の可換環）のイデアルにつ

いての基本的な性質であるヒルベルトの基底定理から本格的な議論を始めて，そのイデアルに対してグレブ

ナー基底という良い性質をもった基底がアルゴリズムによって計算できることを示す．第 3章において，グレ

ブナー基底を用いて連立方程式を解くための考え方である消去理論を扱う．消去理論は消去定理（変数の消去

に関する定理）と拡張定理（解の代入に関する定理）の 2本の柱からなり，それらの証明や幾何学的な意味を

考察する．ここで代数と幾何が結びついてくる．また証明では終結式という線形代数の概念が登場する．第 4

章ではヒルベルトの零点定理を証明し根基イデアルと多様体の対応を見る．さらに，アフィン多様体の　既約

分解に関しても触れる．第 5章では，以上の応用としてグレブナー基底を使った幾何の定理の自動証明につい

て考える．これは図形に関する定理や公式を証明する手順が定式化でき，コンピュータが発見・自動証明でき

るという事実を説明する．そしてこの方法によるトレミーの定理の証明を試みる．

　全体に渡って，イデアルのグレブナー基底を始めとする代数学的概念と多様体などの幾何学的対象とを方程

式の零点を考えることによって結びつけ，2つの領域を相互還元的に考えていく．
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1 アフィン多様体とイデアル

1.1 アフィン空間

定義 1-1．　体 k と正の整数 nに対して次の集合を定義する

　　　　　　　　 kn = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ k }.
これを k 上の n次元アフィン空間という.

　当論文では，扱う幾何学的対象はすべてこのアフィン空間内の集合である．

　 k1 を特にアフィン直線，k2 はアフィン平面という．またアフィン空間 kn 内の直線 y = x− 1も同じくア

フィン直線 k である．アフィン空間は k 上 n次元ベクトル空間の部分集合，すなわち部分空間を平行移動し

て得られた空間である．アフィン空間でない例は，C－ {0}のように kn の形で書けないものである．アフィ

ン空間から有限個の点を除いた集合は，このようにアフィン空間にはならない．

　次に当論文の主役となる集合を定義する．

1.2 アフィン多様体

定義 1-2．　 k を体，f1, . . . , fs を k[x1, . . . , xn]に属する多項式とする.このとき

V(f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ kn | 1 ≤ ∀i ≤ s s.t. fi(a1, . . . , an) = 0} ⊂ kn

とおくと，これを f1, . . . , fs で定義されるアフィン多様体という．

　このアフィン多様体V(f1, . . . , fs) ⊂ kn とは，つまり連立方程式 f1 = · · · = fs = 0の解空間を意味する．

例 1-3．　 k = Rとする．アフィン多様体はその定義方程式系によって，有限個の点や曲線，曲面，超曲面
などといった多様な形状を成す．

(1) 　V(x2 + y2 − 1, y − x) ⊂ R2 は，x2 + y2 − 1 = y − x = 0を計算すると x = y =

√
2

2
であるので，

V

(
x−
√
2

2
, y −

√
2

2

)
に一致する．

(2) 　 y =
x3 − 1

x
のグラフを描くと，y 軸に漸近する 2 本の曲線であることが分かる．分母を払うと

xy − x3 + 1 = 0であるが，x = 0はこれを満たさないので，グラフはV(xy − x3 + 1) ⊂ R2 と一致する．

(3)　V(z − x2 − y2) ⊂ R3 は z 軸周りの回転放物面となる．

(4)　V(1) ⊂ kn やV(x2 + y2＋ 1) ⊂ R2 のように定義方程式に解が無い多様体は空集合である．

(5)　V(0) ⊂ kn は，0 = 0がすべての点で成り立つので，kn 全体のことである．

　アフィン多様体について，次の簡単な補題が直ちに従う．

補題 1-4．　 V = V(f1, . . . , fs),W = V(g1, . . . , gt)とする．このとき，V ∩W と V ∪W もまたアフィン

多様体であり，次のように表せる
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　　　　　　　 V ∩W = V(f1, . . . , fs, g1, . . . , gt),

　　　　　　　 V ∪W = V(figj | 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t ).

例 1-5．　 R3 内で考える．

(1)　 V1 = V(y − x2，z − x3)は捩れ 3次曲線である．これは放物面 V(y − x2)と 3次曲面V(z − x3)の共

通部分に等しい．

(2)　 V2 = V(zx, zy)は zx = zy = 0 ⇐⇒ z = 0 または x = y = 0であるのでV(z) ∪V(x, y)と書ける．

　ここでアフィン多様体の次元について考察する．例 1-3.を見れば R2 内で方程式が 1本の場合は曲線，すな

わち 1次元である（1変数のパラメータで表せる）．2本の場合は有限個の点つまり 0次元である．R3 内で方

程式が 1本ならば曲面となり 2次元である．ここからアフィン多様体の次元は，全空間の次元から，互いに包

含関係のない解空間を持つ方程式の本数だけ次元が下がっている（方程式の本数 =多様体の余次元）と推測

できる．捩れ 3次曲線 V1 の場合は R3 内で式が 2本なので 1次元である．

　ここで問題となるのは，上の例 1-5.(2)の V2 がこの関係式の例外だということである．V2 は関係式に従え

ば 1次元であるはずだが，先ほどの計算から実際は 2次元の部分も併せ持っている．この問題の原因は，V2

が可約つまり異なるアフィン多様体の和集合であることにある．

ここまでの議論から，連立方程式の解について興味深い問題が導かれる.

（A）　連立方程式の解を求める一般的な方法はあるか？ また解が無いのはどのような場合か，つまり対応す

るアフィン多様体が空となる条件は何か？

（B）　アフィン多様体の次元を決定できるか？

（C）　特に有限集合（0次元空間）となるのはいつか？ 解が有限個ならば個数を評価することはできるか？

当論文では 3つの問題の中では（A）をメインとして扱う．第 2章から第 3章までを使って“グレブナー基

底の方法”を証明し，最後に第 4章で完全な（A）への解答を得る．（B）は射影代数幾何の分野となるので，

文量の都合で割愛する．（C）については，解が有限となるかどうかの判定法がグレブナー基底の方法の中か

ら分かる（上巻第 5章参照）．

1.3 イデアル

ここから先は問題（A）について考えていく．まずはグレブナー基底の概念が必要だが，その準備としてグ

レブナー基底をもつことになるイデアルについて述べていく．

定義 1-6．　 I を k[x1, . . . , xn]のイデアルとすると次の集合が定義できる

　　 V(I) = {(a1, . . . , an) ∈ kn | ∀f ∈ I s.t. f(a1, . . . , an) = 0 }．
　

命題 1-7．　V(I)はアフィン多様体であり，I =〈f1,…, fs〉と書けるとき，次が成立する

　　　　　　　　　　V(I) = V(f1,…, fs)．
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証明　 (⊂) I の任意の元がV(I)のすべての点で消える（0になる）とき，1 ≤ i ≤ sに対して fi ∈ I も同じ

ように消えるので，V(I) ⊂ V(f1,…, fs)．

(⊃) (a1,…, an) ∈ V(f1,…, fs)とする．f ∈ I はある hi ∈ k[x1,…, xn]に対して，f =

s∑
i=1

hifi と書ける．

よって f =

s∑
i=1

hi(a1,…, an)fi(a1,…, an) =

s∑
i=1

hi(a1,…, an)・0 = 0となり，V(f1,…, fs) ⊂ V(I)． 2

よって，解空間 V(f1,…, fs）を求めたいときに代わりに V(I)を求めても同じことである．こうして連立

方程式をイデアル I として捉えることで，I の“より簡潔な基底”を計算して I を単純化していくと，実はそ

れに伴って解V(I)も計算しやすくなるのである．これがイデアルを考えた理由である．ここで言う“より簡

潔な基底”が後に定義するグレブナー基底である．

　次に特別なイデアルの場合を例示しておく．

例 1-8．　 I = k[x1,…, xn]である場合，1 ∈ I．∴ I =〈 1〉．よって命題 1-7.より，V(I) = V(1) = ∅．
逆に，V(I) = ∅と仮定すると I = k[x1,…, xn]の場合だけでなく I ̸= k[x1,…, xn]である場合もある．それ

はV(x2 + y2＋ 1) ⊂ R2 のように R上に根を持たない多項式を用いて I を生成した場合である．

　ここで疑問なのは，kを Rではなく代数的閉体としたときにもこのようなことが起こり得るのかということ
である．つまり問題（A）について，代数的閉体上において解が無いのは本当に I = k[x1,…, xn]の場合だけ

なのかを知りたいのである．これに対する答えは第 4章で示す零点定理にある．

　ここで，V(I)と対になる概念を定義しておく．

定義 1-9．　 V を kn 内のアフィン多様体とすると

　　 I(V ) = {f ∈ k[x1,…, xn] | ∀(a1,…, an) ∈ V s.t. f(a1,…, an) = 0 }.

補題 1-10．　この I(V )は k[x1,…, xn]のイデアルである．I(V )を V のイデアルという．

証明　 (1) 0 ∈ k[x1,…, xn]は kn全体で消えているので，∀V ⊂ knに対して 0 ∈ I(V )である．

(2) f, g ∈ I(V )，h ∈ k[x1,…, xn]とし，V の任意の点を p = (a1,…, an)とする．この点において

(f + g)(p) = f(p) + g(p) = 0であるので，f + g ∈ I(V )．

(3) (hf)(p) = h(p)f(p) = h(p)・0 = 0であるので，hf ∈ I(V )．

よって I(V )は k[x1,…, xn]のイデアルである． 2

例 1-11．(1) {(0,0)}∈ k2に対して，I({(0, 0)}) =〈x, y〉．

証明　 (⊃)明らか．(⊂)原点で消える多項式を f ∈ k[x, y]とする．f =
∑

i,j aijx
if jと書けるので，定数項は

a00 = f(0, 0) = 0である．したがって

　　　　 f = a00 +
∑

(i,j)̸=(0,0)

aijx
iyj = 0 +

∑
i≤1,j

aijx
i−1yj

x+

∑
j≤1

a0jf
j−1

 y ∈〈x, y〉. 2

(2) k が標数 0の体 (すなわち無限体)のとき，I(kn) =〈0〉．

k が正標数の体のときは (有限，無限に関わらず)上は成り立たない．例えば k = F2のとき x2y + xy2
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∈ F2[x, y]は F2
2 のすべての元で消えるので，I(F2

2) ̸=〈0〉である（ちなみに I(F2
2)=〈x2 − x, y2 − y〉）．

(3) V = V(y − x2，z − x3) ⊂ R3に対して，I(V ) =〈y − x2，z − x3〉となる．

証明　 (⊃) y − x2, z − x3 ∈ I(V )であるので，∀a, b ∈ k[x1,…, xn] s.t. a(y − x2) + b(z − x3) ∈ I(V )．

(⊂)任意の f ∈ R[x, y, z]を f = a(y−x2)+b(z−x3)+rと書くと，剰余の定理より r = f(x, x2, x3) ∈ R[x]で
ある．今 f ∈ I(V )とすると，V のパラメータ付け (t, t2, t3)によって f(t, t2, t3) = 0．つまり r(t) = 0．

t ∈ Rは任意なので，r = 0．∴ f ∈〈y − x2，z − x3〉． 2

　例 1-11.(3)は I = I(V(I))の例になっている．これはどのような I に対しても成立するのであろうか？

補題 1-12．　 I =〈f1,…, fs〉と書けるとき，I ⊂ I(V(I))が成立する．等号は必ずしも成立しない．

証明　 (⊂) f ∈ I は fiたちの k[x1,…, xn]線形和であるが，fiたちはV(I)で消えるので，f も消える．

(⊊ の例) I =〈x2, y2〉のとき I(V(x 2, y2))= I({(0, 0)}) =〈x , y〉⊋〈x 2, y2〉. 2

　等号成立条件については，これも零点定理で記述される．

命題 1-13．　 V，W を kn内のアフィン多様体とすると

(1)　 V ⊂W ⇐⇒ I(V ) ⊃ I(W ),

(2)　 V = W ⇐⇒ I(V ) = I(W ).

証明　 (2)は (1)から従うので，(1)を示す．

(⇒) V の点がW の点でもあるとすると，W で消える式は V でも消える．

(⇐) I(V ) ⊃ I(W ) とする．W = V(g1,…, gt) であるとすると，g1,…, gt ∈ I(W ) ⊂ I(V ) より，giたち

は V で消える．よって V ⊂W となる．　 2

2 グレブナー基底

2.1 単項式順序

問題（A）を考えるとき，連立方程式の解を求めるための要がグレブナー基底である．この方法は方程式ど

うしを計算して，先頭の項に着目して次数を下げていくことから始まる．ここで問題となるのが次数の順序付

けである．例えば xy2z3と x2y3z はどちらも全次数が 6であり，多項式の中でどちらの項を先に書くのかを

毎回定義する必要がある．このような項の順序付けには様々な種類があるが，まずは定義から述べる．

定義 2-1．　 k[x1,…, xn]における単項式順序とは，Nnの順序付け“＞”で次を満たすものである．

(1) “＞”は Nn
0 の全順序である，

(2)　 α＞β で γ ∈ Nn
0 とすれば α+ γ ＞ β + γ である，

(3) “＞”は Nn
0 の整列順序である．
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　つまり Nn
0 のどの元の間にも大小関係があり，和を保存し，どの部分集合にも最小限が定められる順序であ

る．条件 (3)はα ≥ 0と同値である．

　この単項式順序の種類のうち代表的な 3つを挙げる．

定義 2-2．　辞書式順序（lex順序）

　 α = (α1,…, αn), β = (β1,…, βn) ∈ Nn
0 に対して α＞lex β あるとは，α−β ∈ Nn

0 の 0でない一番左の成分

が正であることである．α＞lex β のとき xα＞lex xβ と書くことにする．ただし x(α1,…,αn) = x1
α1・…・xn

αn

と表記している．

　これは例えば x1＞…＞ xn とするとき，まず x1 について降べきの順に並べ，同次の項がある場合はその中

で x2 に関してまた降べきの順に並べるという操作を以下同様にして並べるときの順序のことである．lex順

序は単項式順序になっている．

例 2-3．　 f = xy2z + xz2 + x3 + x2z2 ∈ k[x, y, z]を x＞ y ＞ z の lex順序に関して並べ直す

　　　 (3, 0, 0)＞ lex(2, 0, 2)＞ lex(1, 2, 1)＞ lex(1, 0, 2)であるので，f = x3 + x2z2 + xy2z + xz2.

定義 2-4．　次数付き辞書式順序（grlex順序）

　 α, β ∈ Nn
0とする．α＞grlex βであるとは

　　 ∥α∥1＞ ∥β∥1　または，　 ∥α∥1＝ ∥β∥1　であって　α＞lex β

を満たすことである．ここで ∥α∥1 =

n∑
i=1

αi，つまり xα の全次数である．

　この grlex順序とは，まず全次数で降べきの順に並べ，その後で同じ全次数の項どうしをそれぞれ lex順序

で並べる (同点決勝を行う)順序である．

　例 2-3.の f = xy2z + xz2 + x3 + x2z2 は，x＞ y ＞ z の grlex順序では

　　　　 (2,0,2)＞ grlex(1, 2, 1)＞grlex(3, 0, 0)＞grlex(1, 0, 2)．∴ f = x2z2 + xy2z + x3 + xz2．

定義 2-5．　次数付き逆辞書式順序（grevlex順序）

　 α, β ∈ Nn
0とする．α＞grevlex βであるとは

∥α∥1＞ ∥β∥1　または　 ∥α∥1 = ∥β∥1　であって　α− β ∈ Nnの 0でない一番右の成分が負である

ことを満たすことである．

　最初に全次数で並べる点では grlex順序と同じだが，同点決勝の方法が異なる．後ろの方の変数から順に次

数を見ていき，その次数の小さな項から並べるのである．

　例 2-3.の f = xy2z + xz2 + x3 + x2z2 は，x＞ y ＞ z の grevlex順序では

　　　 (1, 2, 1)＞grevlex(2, 0, 2)＞grevlex(3, 0, 0)＞grevlex(1, 0, 2) ∴ f = xy2z + x2z2 + x3 + xz2．

定義 2-6．　 f ∈ k[x1,…, xn]の項のうち，ある順序“＞”において最大のものを f の先頭項（Leading term）

といい LT(f)と表す．LT(f)の k 係数を f の先頭係数といいLC(f)と書く．LM(f) =
LT(f)

LC(f)
と書いたもの

を f の先頭単項式という．また，LT(f)の次数を表すベクトルを f の多重次数といい，multideg(f)と表す．
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2.2 ヒルベルトの基底定理

先頭項が定義できたので，多変数多項式の割り算を使ってヒルベルトの基底定理を示すことができる．その

前に，その証明にはもう一つ〈LT(I)〉という単項式から生成されるイデアルについて言及する必要がある．

定義 2-7．　単項式イデアル

　 k[x1,…, xn]のイデアル I が単項式イデアルであるとは，（必ずしも有限ではない）部分集合 A ⊂ Nn
0があ

って I の元がすべて
∑
α∈A

hαx
α (hα ∈ k[x1,…, xn])の形の有限和で書けることをいう（つまり hα は有限個を

除いて 0である）．

　例えば，〈x4, x3y2, x2y4〉⊂ k[x, y]は単項式イデアルであり，〈x + y〉⊂ k[x, y]は単項式イデアルではな

い．単項式イデアルのより興味深い例は定義 2-10.で与えられる．

　次に，この単項式イデアルは，実は有限個の単項式から生成できることが分かる．

命題 2-8．　Dicksonの補題

　 k[x1,…, xn]の単項式イデアル I =〈xα |α ∈ A ⊂ Nn
0〉は，有限基底を持つ．つまり ∃α(i) ∈ A　 s.t.　

I =〈xα(1),…, xα(s)〉(s＜∞)と書ける．

証明　変数の数 nに関する数学的帰納法を用いる．

(1) n = 1のとき，I =〈xα | α ∈ A ⊂ N1
0〉とする．ある項順序“＜”を固定すれば，Aには最小元 β がある．

よって xβ
1 | xA

1 であり，I =〈xβ
1〉と書ける（つまり k[x1]は PIDである）．

(2) n ≥ 2のとき，n− 1変数では補題が正しいと仮定する．xn を他の変数と区別するために y と置き直し，

α = (α1,…, αn−1) ∈ Nn−1
0 とおく．今，I を y について射影してできる新たなイデアルを考える．すなわち

∃m ∈ Nに対し，xαym ∈ I となるような xαで生成される k[x1,…, xn−1]の単項式イデアルを J とする．

帰納法の仮定より J は有限個の単項式で生成される．これを J =〈xα(1),…, xα(s)〉とおく．

J の定義を書き直すと，1 ≤ ∀i ≤ sに対し ∃mi ∈ Nで，xα(i)ymi ∈ I となる．この mi のうち最大のものを

改めてmとする．次に，0 ≤ ∀l ≤ m− 1に対し，xβyl ∈ I となるような xβ で生成される k[x1,…, xn−1]の

単項式イデアルを Jlとする．仮定より Jl も有限生成であり，Jl =〈xαl(1),…, xαl(sl)〉とおく．この Jl は，I

のちょうど yl を含む項の“スライス”と考えられる．つまり主張したいのは，I が次の有限個の単項式で生成

できることである

xα(1)ym,…, xα(s)ym,　　　 (J の生成元× ym)

xα0(1),……, xα0(s0),　　　 (J0の生成元)

xα1(1)y, …, xα1(s1)y,　　　 (J1の生成元× y)

　　　　　　　　　……，

xαm−1(1)ym−1,……, xαm−1(sm−1)ym−1．　　 (Jm−1の生成元× ym−1)

　 xαyp ∈ I とする．もし p ≥ mならば，xαypは xα(i)ym のどれかで割り切れる．一方 p ≤ m− 1ならば，

xαypは xαp(i)yp のどれかで割り切れる．よって上の表の有限個の単項式で I は生成できる．

　これらの単項式はすべて I の元なので，I の基底は I の元から有限個を選び出して書けることになる． 2
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例 2-9．　上の Dicksonの補題の証明に当てはめて，k[x, y] の単項式イデアル I =〈x4y2, x3y4, x2y5〉の有

限基底を表記してみる．

I の k[x]への射影であるイデアルは，J =〈x2〉とおける．miは各々m1 = 2,m3 = 4,m3 = 5であり，

m =max{mi}i=1,2,3 = 5となる．そして xjyl ∈ I (0 ≤ l ≤ m − 1 = 4)となるような xjで生成されるイデ

アル Jlは，J0 = J1 = {0}, J2 = J3 =〈x4〉, J4 =〈x3〉, J =〈x2〉である．よって x4y2, x4y3, x3y4, x2y5 ∈ I

であり，Dicksonの補題より，I =〈x4y2, x4y3, x3y4, x2y5〉と書ける．

定義 2-10．　 k[x1,…, xn]のイデアル I に対し，I の元の先頭項全体を LT(I)，LT(I)によって生成される

イデアルを〈LT(I)〉とする．〈LT(I)〉は単項式イデアルである．

〈LT(I)〉とはどのようなイデアルなのだろうか．有限生成な I =〈f1,…, fs〉が与えられたとき〈LT(I)〉=

〈LT(f1),…,LT(fs)〉と書けるのだろうか？“ ⊃”は明らかであるが，実際“⊋”である場合もある．

例 2-11．　 f1 = x3 − 2xy, f2 = x2y − 2y2 + x, I =〈f1, f2〉とする．grlex 順序を用いると，項の順序

は f1について x3＞ xy，f2について x2y ＞ y2＞ xであるので，LT(f1) = x3,LT(f2) = x2y である．ここで

xf2−yf1 = x2もまた I の元だから，x2 = LT(x2)∈ LT(I)．しかし，x2 は〈LT(f1),LT(f2)〉=〈x3, x2y〉に

は含まれない．よって〈LT(I)〉⊋〈LT(f1), LT(f2)〉である．

この例のように，一般に〈LT(I)〉と〈LT(f1),…, LT(fs)〉は異なる．では，多項式 f1,…, fs が与えられた

とき，〈LT(I)〉はどのように書けるのだろうか？

　まず，〈LT(I)〉は単項式イデアルだったので，Dicksonの補題より〈LT(I)〉は有限生成であることが分か

る．ここからようやく次の定理に至る．

定理 2-12．　ヒルベルトの基底定理

　 k[x1,…, xn]のすべてのイデアル I は有限生成である．

証明　 Dicksonの補題より，〈LT(I)〉=〈LT(g1),…, LT(gt)〉 ( t＜∞)となるように g1,…, gt ∈ I をとるこ

とができる．あとは I =〈g1,…, gt〉であることを示すことができればよい．“ ⊃ ”は明らかなので，“ ⊂ ”を
示す．

　 f ∈ I は，f = a1g1 +…+ atgt + r, ai, r ∈ k[x1,…, xn]と書ける．ここで多変数多項式の割り算アルゴリ

ズムより，ある項順序を固定すると，r = 0または，r のすべての項が LT(g1),…,LT(gt)のいずれでも割り切

れないような剰余 r をとれる．r = 0を示したい．今 r ∈ I なので

　　　　　　 〈LT(r)〉∈〈LT(I)〉=〈LT(g1),…, LT(gt)〉

となり，LT(r)は LT(gi)のいずれかで割り切れることになる．よって r = 0が分かり，f ∈〈g1,…, gt〉． 2

ヒルベルトの基底定理と同値な命題に，イデアルの昇鎖条件 (ACC)がある．これは k[x1,…, xn]のイデア

ルの包含関係における増大列は，必ず有限で止まるという主張である．これを証明するにはは，まず増大列の

すべてイデアルの無限和集合を考え，それが再びイデアルとなることを確認する．次に，ヒルベルトの基底定

理よりそのイデアルもまた有限基底を持つので，そのイデアルに達したところで列の増大が止まることを最後
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に主張する．このイデアルを通常，k[x1,…, xn] の極大イデアルという．つまりこれらの命題は k[x1,…, xn]

が Noether環であることを主張している．

2.3 グレブナー基底と S多項式

ヒルベルトの基底定理で登場した有限基底 g1,…, gt は，〈LT(I)〉=〈LT(g1),…, LT(gt)〉という良い性質

をもった基底である．

定義 2-13．　ある項順序を固定する．イデアル I の有限部分集合 G = {g1,…, gt}が
　　　　　　　　 〈LT(g1),…, LT(gt)〉=〈LT(I)〉

を満たすとき，Gをグレブナー基底 (標準基底)といい，I の基底をなす．

例 2-14．　例 2-11.で，f1 = x3− 2xy, f2 = x2y− 2y2+x, I =〈f1, f2〉に対し，grlex順序で，xf2− yf1 =

x2 ∈〈LT(I)〉だった（定義 2-15(2)の式と比べよう）．しかし x2 /∈〈LT(f1),LT(f2)〉=〈x3, x2y〉であるの

で，〈LT(f1), LT(f2)〉̸=〈LT(I)〉である．すなわち {f1, f2}は I の grlex順序でのグレブナー基底ではない．

それでは，I =〈f1,…, fs〉のグレブナー基底 {g1,…, gt} を具体的に求めるにはどうしたらよいのだろう
か？ 一般に〈LT(I)〉は〈LT(f1),…,LT(fs)〉よりも真に大きい．当然，〈LT(I)〉−〈LT(f1),…, LT(fs)〉の

元 g をすべて〈LT(f1),…, LT(fs)〉の生成元として添加していけば，〈LT(I)〉に至る．つまりこのとき

G = {f1,…, fs,すべての g たち }が I のグレブナー基底となる（これは役割の重複した不要な基底を含むこ

とがある）．

　この g を求めよう．LT(g) はその定義より LT(f1),…,LT(fs) のどれによっても割り切れない．すなわち

g は，指定された項順序において f1,…, fsよりも低次の多項式である．ここで，g は次数が低くてもきちん

と I の元である. よって g は f1,…, fsの k[x1,…, xn]-線形和だから，その和の中で f1,…, fsの先頭項の打ち

消し合いが起こることで g は f1,…, fs よりも次数が下がっているのである．ここでその打ち消し合いを定式

化する．

定義 2-15．　 S多項式

　 k[x1,…, xn] ∋ f, g ̸= 0とする．

(1)　 multideg(f) = α,multideg(g) = β ∈ Nn
0 とおき，γi =max(αi, βi), γ = (γ1,…, γn)とおく．xγ を

LM(f)と LM(g)の最小公倍元といい，xγ =LCM(LM(f), LM(g) )と書く．

(2)　 f, g の S多項式とは，次で与えられる多項式である

　　　　　　　　　 S(f, g) =
xγ

LT(f)
・f − xγ

LT(g)
・g．

例 2-16．　 f = −x2y3 + 2x3y2 + x, g = 3x4y + y2 ∈ R[x, y]の S多項式を求める．

　 grlex順序を用いると，LM(f) = x3y2, LM(g) = x4y であるので

　　　multideg(f) = (3, 2), multideg(g) = (4, 1)　∴ γ=(γ1, γ2) = (max(3, 4), max(2, 1)) = (4, 2)

となる．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　　 xγ =LCM(x3y2, x4y) = x4y2
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である．よって

　　　　　　　 S(f, g) =
x4y2

2x3y2
・f − x4y2

3x4y
・g

　　　　　　　 　　　 =
1

2
x・f − 1

3
y・g

　　　　　　　 　　　 = (x4y2 − 1

2
x3y3)− (x4y2 +

1

3
y3)

　　　　　　　 　　　 = −1

2
x3y3 − 1

3
y3 ∈ I．

　このように S多項式 S(f, g)を用いると，f と g の先頭項が係数ごと打ち消し合い次数を下げることができ

る．では，定義の前に考えていた g たちは S多項式のみで書くことができるのだろうか？

補題 2-17．　各 iに対し，ci ∈ k で multideg(fi) = δ ∈ Nn
0であるような多項式の和

s∑
i=1

cifi を考える．

もしmultideg

(
s∑

i=1

cifi

)
⪇ δであれば，cjl ∈ kがあって

s∑
i=1

cifi は S(fj , fl) ( 1 ≤ j, l ≤ s)の k-線型和であ

る．

さらに，各 j, lに対しmultideg(S(fj , fl)) ⪇ δである．

証明　 di =LC(fi)とおくと，LC(cifi) = cidi．そこでmultideg(fi) = δ, multideg

(
s∑

i=1

cifi

)
⪇ δとすると

s∑
i=1

cidi = 0　… (1)が分かる．

　次に pi =
fi
di
とおく．和を次のように変形し差分を作る

　　　
s∑

i=1

cifi =

s∑
i=1

cidipi

　　　　　　 = c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) +……+ (c1d1 +…+ cs−1ds−1)(ps−1 − ps)

　　　　　　 　　 + (c1d1 +…+ csds)ps．　…(2)

(1)より末項は 0である．仮定より LT(fi) = dix
δ だから，LCM(LM(fj), LM(fl)) = xδである．よって

　　　　　　　　　　　　　 S(fj , fl) =
xδ

LT(fj)
・fj −

xδ

LT(fl)
・fl = pj − pl．

これを (2)に代入すれば

　　　
s∑

i=1

cifi = c1d1S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)S(f2, f3) +……+ (c1d1 +…+ cs−1ds−1)S(fs−1, fs)

　　　　　　 =

s∑
j=1

((
j−1∑
i=1

cidi

)
S(fj−1, fj)

)

と書けて，
j−1∑
i=1

cidi ∈ k である．

　また，multideg(pj) = δ より，multideg(S(fj−1, fj)) = multideg(pj−1 − pj) ⪇ δ が得られる． 2
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2.4 ブッフベルガーのアルゴリズム

この補題から分かることは，同次の多項式の線形和を計算して次数が下がるとき，先頭項の打ち消しはすべ

て S多項式たちの中に入ってしまっているということである．これは，同次とは限らない多項式 f1,…, fsの

線形和を用いてより低次の gを定める場合にも，同じことが言えそうである．つまり，I の基底 {f1,…, fs}に
新たな基底として g = S(fi, fj)や S(fi, g)などすべての S多項式を付け加えていけば，いずれはグレブナー

基底 Gに至ると思われる．だから Gがグレブナー基底であるための条件は，Gの元どうしの S多項式がすべ

て Gで割り切れることだと考えられる．

定理 2-18．　 Buchbergerの Sペア判定条件

　 k[x1,…, xn]のイデアル I の基底 G = {g1,…, gt}がグレブナー基底であることは，次と同値である．
すべての 1 ≤ i ̸= j ≤ tに対し，S(gi, gj)が Gで割り切れる．

証明　 (⇒)は S(gi, gj) ∈ I より明らかなので，(⇐)を示す．f ∈ I, f ̸= 0とする．∀i, jに対しG | S(gi, gj)と
する．このとき，〈LT(I)〉=〈LT(g1),…,LT(gt)〉であることを示せばよい．“⊃”は明らかなので，
LT(f) ∈〈LT(g1),…,LT(gt)〉 … (∗)を示せば十分である．まずは証明の方針を述べる．

　 f ∈ I に対し，hi ∈ k[x1,…, xn] があって，f =

t∑
i=1

higi … (⋆) と書ける．これに対し，multideg(f)≤

max(multideg(higi))　… (⋆⋆)が分かる．もし“ ⪇ ”が成立するならば，(⋆)の和の中で先頭項の打ち消し合
いが起こっていることになる．補題 2-17.よりこれは S多項式を使って書き直すことができる．今，S多項式

はGで割り切れると仮定しているので，S多項式を項の打ち消し合いがより少ない式（Gの元の k[x1,…, xn]-

線型和）で置き換えることができる．これを繰り返していくと，f を打ち消し合いのない線型和で書け

て，(⋆⋆) で等号が成立する．するとある i に対し，multideg(f) = multideg(higi) が成り立つ．このとき

LT(gi) |LT(f)が従い，(∗)が満たされる．
　ここから証明の詳細を述べる．m(i)= multideg(higi)，δ = max{m(1),…,m(t)}とおく．このとき (⋆⋆)は

multideg(f) ≤ δとなる．さて，f が (⋆)の形に書けるような表示の仕方は無数にある．その表示によって，

対応する δも異なる場合が考えられる．そこで，項順序は整列順序だから，そのうちで δが最小となるよう

な f の表し方 (⋆)を選ぶことができる．

　一旦この最小の δが選ばれると，multideg(f) = δとなることを示す．これを示せば，LT(f)が LT(gi)のど

れかで割り切れるので (∗)が従い，証明は完了する．今，multideg(f) ⪇ δ を仮定し，矛盾を導くことにする．

まずは (⋆)を，多重次数 δ の項を別にして次のように書く

　　　　　　　　　　 f =
∑

m(i)=δ

higi +
∑

m(i) ＜δ

higi

　　　　　　　　　　　 =
∑

m(i)=δ

LT(hi)gi +
∑

m(i)=δ

(hi − LT(hi))gi +
∑

m(i) ＜δ

higi．

仮定の multideg(f) ⪇ δより，2行目の最初の和についても，multideg

 ∑
m(i)=δ

LT(hi)gi

 ⪇ δとなる．

　 LT(hi) = cix
α(i)，fi = xα(i)giとおくと，最初の和は

∑
m(i)=δ

cifiと書ける．よって補題 2-17.よりこの和の

中に先頭項の打ち消し合いがあり，S(xα(j)gj , x
α(l)gl)の k-線形和で書ける．更にこの S多項式は δ次未満で
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　　　　　 S(xα(j)gj , x
α(l)gl) =

xδ

xα(j)LT(gj)
xα(j)gj −

xδ

xα(l)LT(gl)
xα(l)gl = xδ−γjlS(gj , gl) … (1)

と計算できる (xγjl =LCM(LM(gj), LM(gl))．したがって，cjl ∈ k が存在して

　　　　　　　　　　　　　　　
∑

m(i)=δ

LT(hi)gi =
∑
j,l

cjlx
δ−γjlS(gj , gl)

が成り立つ．

　次に，仮定 G | S(gj , gl)より，S(gj , gl) =
t∑

i=1

ai,jl giと書ける．ここで，ai,jl ∈ k[x1,…, xn]である．また

割り算なので

　　　　　　　　　　　　　　 multideg( ai,jl gi ) ≤ multideg(S(gj , gl) ) … (2)

が ∀i, j, lに対して成り立つ．つまり S多項式であるのに gj , glの先頭項がすべて打ち消されるわけではない．

　この事実を使って，f の表示式に戻って多重次数を評価したい．S(gj , gl)の表示に xδ−γjlを掛けて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 xδ−γjlS(gj , gl) =

t∑
i=1

bi,jl gi

を得る．ここで，bi,jl = xδ−γjlai,jl である．このとき，多重次数の評価に戻ると，(1)と (2)より

　　　　　　　　　　　　　 multideg(bi,jl gi) ≤ multideg(xδ−γjl S(gj , gl) )＜ δ … (3)

が導かれる．上の xδ−γjlS(gj , gl)の表示を f の最初の和に代入して

　　　　　　　　　　　　
∑

m(i)=δ

LT(hi)gi =
∑
j,l

cjlx
δ−γjlS(gj , gl)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 =
∑
j,l

cjl

(∑
i

bi,jlgi

)
=
∑
i

h̃igi

を得る．ここで，̃hi ∈ k[x1,…, xn]である．これと (3)により，すべての iに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 multideg(h̃igi)＜ δ

が成立する．以上より，gi の k[x1,…, xn]−線形和としての f の表示を得たことになり，なおかつそのすべて

の項の多重次数が，δより真に小さくできることが示された．これは δが最小であるという仮定に反する．し

たがって，背理法により結論が得られた． 2

この Sペア判定条件と先の考察から，グレブナー基底を求める手順が分かる．具体的にグレブナー基底を計

算してみよう．

例 2-19．　 k[x, y]のイデアル I の lex順序 (x＞ y)におけるグレブナー基底を求める．ここで I =〈f1, f2〉，

f1 = x2y − 1, f2 = xy2 − xとする．

　まず，{f1, f2}が I のグレブナー基底であるかを判定する．lex順序により

　　　　　　　　　　 LT(f1) = x2y, LT(f2) = xy2, xγ = LCM(x2y, xy2) = x2y2

となり

　　　　　　　　　　　 S(f1, f2) =
x2y2

x2y
(x2y − 1)− x2y2

xy2
(xy2 − x) = x2 − y．

LT(S(f1, f2)) = x2 は LT(f1)でも LT(f2)で割り切れないので，S(f1, f2)は {f1, f2}で割り切れず，
{f1, f2}は I のグレブナー基底ではない．そこで，f3 := x2−y ∈ I を基底に加え，今度は F = {f1, f2, f3}に
ついて判定する．ここで，f の G = {g1,…, gt}による割り算が定義できるとき，その余りを f

G
と書く．

　　　　　　　　　　　 S(f1, f2) = f3であるので，S(f1, f2)
F
= 0,

　　　　　　　　　　　 S(f3, f1) = −y2 + 1　∴ S(f3, f1)
F
= −y2 + 1 ̸= 0．
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よって F も I のグレブナー基底ではない．さらに f4 := −y2 + 1 ∈ I を加えて F ′ = {f1, f2, f3, f4}
とする

　　　　　　　　　　　 S(f2, f3) = −x2 + y3 = −f3 − yf4　∴ S(f2, f3)
F ′

= 0,

　　　　　　　　　　　 S(f1, f2)
F ′

= S(f2, f3)
F ′

= S(f3, f1)
F ′

=0,

　　　　　　　　　　　 S(f1, f4) = x2 − y = f3, S(f2, f4) = 0, S(f3, f4) = x2 − y3 = f3 + yf4.

したがって，任意の i, j ∈ {1, 2, 3, 4}かつ i ̸= j に対し，S(fi, fj)
F ′

= 0が示され

　　　　　　　　　　　　　　　 F ′ = {x2y − 1, xy2 − x, x2 − y,−y2 + 1}
を I のグレブナ基底の 1つとして得られた．この F ′は〈LT(I)〉=〈LT(f1),…,LT(f4)〉を満たす．

　このような方法でグレブナー基底は求めることができる．グレブナー基底は基底としては不要なものを含ん

でいるが，I の元でより低次のものまで一目で分かるようになっている．この例での求め方はすぐに一般化で

きる．ただしアルゴリズムとして使うためには，有限回の操作で解に辿り着くことが保証されるべきである．

定理 2-20．　 Buchbergerのアルゴリズム

　 k[x1,…, xn]の 0でないイデアル I =〈f1,…, fs〉のグレブナー基底は，次のアルゴリズムにより有限回の

ステップで構成することができる．

　　　 Input: F = {f1,…, fs}
　　　 Output: a Groebner basis G = (g1,…, gt) for I, with F ⊂ G

　　　 G := F

　　　 REPEAT

　　　　　　 G′ := G

　　　　　　 FOR each pair {p, q}, p ̸= q in G′ DO

　　　　　　　　　　　 S := S(p, q)
G′

　　　　　　　　　　　 IF S ̸= 0 THEN G := G′ ∪ {S}
　　　 UNTIL G = G′

証明　 G = {g1,…, gt} に対し，〈G〉=〈g1,…, gt〉，〈LT(G)〉=〈LT(g1),…,LT(gt)〉と書く．まず，アル

ゴリズムの各段階において G ⊂ I であることを示す．最初の段階では G = F ⊂ I である．Gを大きくする

ときは常に p, q ∈ G′ := G に対し S = S(p, q)
G′

を付け加える．だから，もし G′ ⊂ I ならば p, q ∈ I であ

り S(p, q) ∈ I となる．それを G′ ⊂ I で割るので，S ∈ I であり，G := G′ ∪ {S} ⊂ I を得る．したがって帰

納的に，各段階で G ⊂ I が成立し，F ⊂ Gより Gは I の基底となる．

　アルゴリズムは G = G′となったときに停止する．これは，すべての p, q ∈ G, p ̸= q に対してS(p, q)
G′

=0

となることを意味する．よって Sペア判定条件より Gは I のグレブナー基底である．

　残るはアルゴリズムが停止することの証明である．メインループの各段階において G′ ⊂ Gであるので，

〈LT(G′)〉⊂〈LT(G)〉…(⋆)である．さらに，G′ ⊊ Gであるならば〈LT(G′)〉⊊〈LT(G)〉である．なぜな

らば，S ̸= 0に対し G＝ G′ ∪ {S}とするとき，LT(S)は LT(G′)のどの元でも割り切れないので，だから

LT(S) /∈〈LT(G′)〉であるが，LT(S) ∈〈LT(G)〉でもあるからである．この対偶を考えると，すなわち

〈LT(G′)〉=〈LT(G)〉ならば G = G′である．
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　 (⋆)より，ループを繰り返すことでイデアル〈LT(G′)〉は k[x1,…, xn]の増大列をなす．ACCより，有限

回このループを繰り返すとこの増大列は安定する．よって，いつかは〈LT(G′)〉=〈LT(G)〉つまり G = G′

となり，アルゴリズムは有限回のステップの後に停止する． 2

このアルゴリズムは未発達なバージョンに過ぎず，実際に計算システムで用いられているものには計算を効

率的に行うための様々な改良が施されている．簡単な例では，上のアルゴリズムでは同じ組み合わせの S多項

式を何度も計算し，その基底による余りも何度も計算することになるが，割り切れることが前のステップで分

かっている S多項式については計算を省くことができる．あとは，新しく付け加える基底の係数として煩雑な

有理数が出てくる場合や計算の途中に出てくる多項式の全次数が極めて大きくなることがよく起こるが，変数

変換や変数の順序の入れ替えによって計算量を劇的に減らすことができる場合が多い．

2.5 簡約グレブナー基底

また，定理 2-20.のアルゴリズムでグレブナー基底を計算すると，しばしば多量の不必要な生成元を含むこ

とがある．この不要な生成元を取り除き，グレブナー基底を簡潔に書けるようにする．

補題 2-21．　 Gを多項式イデアル I のグレブナー基底とする．p ∈ Gを LT(p) ∈〈LT(G− {p})〉となる多
項式とする．このとき，G− {p}もまた I のグレブナー基底である．

証明　グレブナー基底の定義から〈LT(G)〉=〈LT(I)〉である．LT(p) ∈〈LT(G− {p})〉であるとすれば
〈LT(G− {p})〉=〈LT(I)〉である．よって，G− {p}も I のグレブナー基底である． 2

Gの元をすべてに対し先頭係数が 1になるように定数倍して，LT(p) ∈LT(G − {p})となるすべての pを

Gから除くと，極小グレブナー基底と呼ばれるものに至る．

定義 2-22．　イデアル I の極小グレブナー基底とは，I のグレブナー基底 Gで次の条件を満たすものである

(1)　すべての p ∈ Gに対して，LC(p) = 1である，

(2)　すべての p ∈ Gに対して，LT(p) /∈〈LT(G− {p})〉である．

例 2-23．　例 2-19.のイデアル I の極小グレブナー基底を求める．lex順序でのグレブナー基底は

　　　　　　　　　　　 f1 = x2y − 1，f2 = xy2 − x，f3 = x2 − y，f4 = −y2 + 1

であった．LT(f1) = x2y = y・LT(f3) であるので，f1を極小グレブナー基底から除くことができる．同様

に LT(f2) = xy2 = −y・LT(f4)より，f2 も消去できる．f3と f4については，互いに互いの先頭項を割り切

らない．よって I の極小グレブナー基底は

　　　　　　　　　　　　　　　 　 f3 = x2 − y，f ′
4:= −f4 = y2 − 1．

　ここで，f ′
3:= x2 + ay2 − y − a，f ′

4 = y2 − 1 (a ∈ k) もまた I の極小グレブナー基底である．

k を無限体とすると，f ′
3 のように極小グレブナー基底は無数に作ることができてしまう．しかし，幸いにも

14



その中から最も良い極小グレブナー基底を 1つ選び出すことができる．

定義 2-24．　イデアル I の簡約グレブナー基底とは，I のグレブナー基底 Gで次の条件を満たすものである

(1)　すべての p ∈ Gに対して，LC(p) = 1である，

(2)　すべての p ∈ Gに対して，pのすべての項が〈LT(G− {p})〉に含まれない．

例 2-23.について言えば，a = 0である {f3, f ′
4 }だけが簡約されていることになる．一般に簡約グレブナー

基底は次の優れた性質をもつ．

命題 2-25．　 I ̸= {0}を多項式イデアルとする．指定された項順序に関して，I は唯一の簡約グレブナー基
底を持つ．

証明　 G を I の極小グレブナー基底とする．g のいかなる項も〈LT(G − {p})〉に含まれないとき，g ∈
Gが Gに関して簡約されているという．前半の目標は，すべての元がGに関して簡約されているようにGを

作り直すことである．

　 g ∈ Gを簡約化したものを g′とし，Gにおいて g と g′を置き換えたものを G′とする．これを定式化すると

次のように書ける

　　　　　　　　　　　　　　　　 g′ = gG−{g}，G′ = (G− {g}) ∪ g′．

このように表せば，g′はどの項も〈LT(G − {g})〉に含まれない．G − {g} = G′ − {g′}だから，言い換える
と g′のどの項も〈LT(G′ − {g′})〉に含まれない．よって，G′も極小グレブナー基底であるならば，g′は G′に

関しても簡約されている．

　ここで，G′も極小グレブナー基底であるという仮定が正しいことを示さねばならない．それには〈LT(G′)〉

=〈LT(G)〉を示せばよい．しかし G− {g} = G′ − {g′}だから，LT(g′) = LT(g)のみを示せば十分である．

g と g′を比較すると，g′ = gG−{g} であった．Gの極小性より，LT(g)は LT(G− {g})で割り切れないので，
LT(g′) = LT(g)

G−{g}
= LT(g)である．よって G′はグレブナー基底であり，その極小性も分かる．

　この G を G′に置き換える操作をすべての元が簡約されるまで続ける．この操作でグレブナー基底は毎

回 1つずつ置き換えられていくが，先頭項はすべて変わらない (極小性は保たれる)．簡約グレブナー基底の定

義はその先頭項によるから，すべての先頭項が変わらなければ，一旦簡約された元は操作を繰り返してもその

まま簡約された元であり続ける．したがってこの操作は高々＃ G回つまり有限回で終わり，簡約グレブナー

基底が得られる．

　後半は簡約グレブナー基底の一意性を示す．Gと G̃を I の簡約グレブナー基底とする．Gと G̃は特に極小

グレブナー基底であり，その定義より LT(G) = LT(G̃)と分かる（なぜならば極小グレブナー基底とは，その元

がどれか 1つでも欠けるとグレブナー基底でなくなるものだから，LT(G) ̸= LT(G̃)と仮定するとGと G̃のい

ずれかがグレブナー基底でなくなり，矛盾が起こるからである）．よって任意の g ∈ Gに対し LT(g) =LT(g̃)

なる g̃ が存在する．この各々で g = g̃ が成り立てば，G = G̃すなわち題意の一意性が示される．

　 g− g̃ ∈ I であるので，g − g̃
G
= 0である．LT(g) = LT(g̃)は分かっており，この両者は g− g̃の中で打ち

消し合う．Gと G̃が簡約されていたことから，g − g̃の残りの項はすべて LT(G) = LT(G̃)のどれでも割り切

れない（もしくは，割り切れるが g − g̃ である）．割り切れない場合，g − g̃
G
= g − g̃ が成立するので，結局

g − g̃ = 0が従う． 2
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この一意性より，応用としてイデアルの一致アルゴリズムが得られる．2つの多項式イデアルがいつ等しく

なるかを知るためには，項順序を固定して両者の簡約グレブナー基底を計算し，それらがいつ一致するかを見

ればよい．

　また，1次の多項式から生成されるイデアルの場合，拡大係数行列に行簡約化のアルゴリズムを使うことで，

簡約グレブナー基底は簡単に計算できる．行簡約化もグレブナー基底の簡約化も，どちらも多項式どうしの割

り算を行っており，その余りに置き換えているという点では同じある．余りの一意性から，行簡約化によって

得られた式も一意であり，簡約グレブナー基底となる．

例 2-26．　 I =〈3x+ 2y − z, 2x− y + 3z〉⊂ R[x, y, z]とする．

　拡大係数行列

(
3 2 −1
2 −1 3

)
を行簡約化する

　　　　　　　　

(
3 2 −1
2 −1 3

)
　→　

 1 3 −4

0 1 −11

7

　→　
 1 0

5

7

0 1 −11

7

.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (階段形)　　　　　　　 (行簡約形)

lex順序 x＞ y ＞ z を用いる．階段形に対応する {x+ 3y − 4z，y − 11

7
z}は I の極小グレブナー基底となっ

ている．そして，さらに行簡約形に対応する {x+
5

7
，y − 11

7
z}は I の簡約グレブナー基底となっている．

　ここまでで任意の多項式イデアル I に対して簡約グレブナー基底が計算できるようになった．I を簡約グレ

ブナー基底で表すと，連立方程式の解V(I)の計算がより簡単になる．

3 消去理論

この章で多項式連立方程式を代数的に解く手順とその証明を与える．それは消去定理と拡張定理によって与

えられる．消去定理の応用として陰関数表示化の問題を紹介する．また，閉包定理によって拡張定理の幾何学

的な解釈を述べ，最後に終結式を使って拡張定理の証明を完成させる．

3.1 消去定理・拡張定理

前章の最後に述べたように，多項式連立方程式を効率よく解くためにグレブナー基底を計算するのだった．

グレブナー基底がどのような働きをするのか，まずは実際に具体的な連立方程式の解を求めてみる．

例 3-1．　　　　　　　　　　　　　　 x2 + y + z = 1,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x+ y2 + z = 1,　　…… (1)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x+ y + z2 = 1.

I =〈x2 + y + z − 1 , x+ y2 + z − 1 , x+ y + z2 − 1〉⊂ C[x, y, z]とおくと，lex順序に関する I のグレブナ

ー基底は次の 4本の多項式となる

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g1 = x+ y + z2 − 1,
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g2 = y2 − y − z2 + z,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g3 = 2yz2 + z4 − z2,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g4 = z6 − 4z4 + 4z3 − z2.

これは (1)と同じ解を持つことが分かる．この場合 g4は z のみを変数に持つので

　　　　　　　　　　　 g4 = z2(z − 1)2(z2 + 2z − 1)　∴ z = 0, 1,−1±
√
2.

この z の値を g2 = 0もしくは g3 = 0に代入すると y の値も決めることができ，さらにそれらを g1 = 0に代

入すれば xの値も決められる．よって (1)の解は次のように分かる

　　　 (1, 0, 0)，(0, 1, 0)，(0, 0, 1)，(−1 +
√
2,−1 +

√
2,−1 +

√
2)，(−1−

√
2,−1−

√
2,−1−

√
2)．

　ここで重要だったのは次の 2つの操作である．

（消去のステップ）もとの連立方程式から z のみを含む方程式を得ることができた．つまり x, y を消去した．

（拡張のステップ）z の値が決まると，これらの解を連立方程式の解にまで拡張することができた．

消去理論とは，この 2つのステップが非常に一般的にできるということを示す理論である．

　ここで注目したいのは，変数の消去が行われた点である．グレブナー基底を計算することにより，順序の大

きい変数から次数が下げられるのであった．すると 0次まで下げることができた変数は，消去されたことにな

る．また変数を消去された式を観察すると，g4は I を用いて，g4 ∈ I ∩ C[z]と書ける．

定義 3-2．　与えられたイデアル I =〈f1,…, fs〉⊂ k[x1,…, xn]，l ∈ {0, 1,…, n}に対して
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Il = I ∩ k[xl+1,…, xn]

で定義される k[xl+1,…, xn]のイデアルを，l次の消去イデアルという．

Il は連立方程式 f1 = … = fs = 0から変数 x1,…, xl を消去して得られる式全体であり，イデアルとなる．

ここで I = I0 である．また，消去イデアルは項順序に依存せず，変数の順序に依存する．

　変数の消去とは消去イデアルの元を求めることを意味する．言い換えると，変数 x1,…, xlを消去することが

可能であるということは，消去イデアル Ilが 0でない元をもつことである．ただし消去イデアル Il = {0}で
ある場合もある．それは I のグレブナー基底のすべてに x1,…, xlのいずれかが含まれる場合である．例え

ば I =〈xy〉⊂ k[x, y]の場合，I1 = {0}である．これは消去ができない例である．

定理 3-3．　消去定理

　 I ⊂ k[x1,…, xn]をイデアルとし，Gを I の lex順序 x1＞…＞ xnに関するグレブナー基底であるとする．

このとき，l ∈ {0, 1,…, n}に対して
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Gl = G ∩ k[xl+1,…, xn]

は l次の消去イデアル Ilのグレブナー基底である．

証明　 Gl ⊂ Ilであるので，グレブナー基底の定義より〈LT(Il)〉=〈LT(Gl)〉を示せばよい．“ ⊃ ”は明
らかなので，“ ⊂ ”を示すために，f ∈ Ilの先頭項 LT(f)が適当な g ∈ Glをとれば LT(g)で割り切れること

を示す．

　 f ∈ I でもあるから，Gが I のグレブナー基底であることより，LT(f)は適当な g ∈ Gをとれば LT(g)で

割り切れる．

この LT(g) は f ∈ Il = I ∩ k[xl+1,…, xn] の先頭項を割り切るので，LT(g) ∈ k[xl+1,…, xn] であると分か

る．これと lex順序 x1＞…＞ xn より g ∈ k[xl+1,…, xn]が従い，g ∈ Glが示された． 2
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　ここで例 3-1.に戻る．I =〈x2 + y+ z − 1 , x+ y2 + z − 1 , x+ y+ z2 − 1〉のグレブナー基底を思い出す

と，消去定理により g1, g2, g3, g4 によって各次の消去イデアルが生成できる

　　　　　　　 I1 = I ∩ C[y, z] =〈y2 − y − z2 + z, 2yz2 + z4 − z2, z6 − 4z4 + 4z3 − z2〉,

　　　　　　　 I2 = I ∩ C[z] =〈z6 − 4z4 + 4z3 − z2〉．

つまりグレブナー基底とは可能な消去の仕方の中で最も合理的に消去が行われた式なのである．

次に，拡張のステップについて議論する．k[x1,…, xn]のイデアル I についてV(I)の点を記述することが

問題である．l ∈ {1,…, n}に対し，消去イデアル Ilをおく．(xl+1,…, xn) = (al+1,…, an) ∈ V(Il)をもとの

方程式系の部分解という．(al+1,…, an)をV(I)の完全な解にまで拡張するために，座標を 1つずつ付け加え

ていく．つまり (al, al+1,…, an) ∈ V(Il−1)となるような xl = al を求める．

　ここで問題となるのは，この方程式系は共通根を持たないかもしれないということである．つまり，完全な

解に拡張できない部分解があるかもしれない．

例 3-4．　次の連立方程式を考える

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 xy = xz = 1．

　 R[x, y, z]のイデアル I =〈xy − 1, xz − 1〉をおき，消去定理より消去イデアル I1 = I ∩R[y, z] =〈y − z〉

が得られる．よって，部分解は (y, z) = (a, a)，a ∈ R で与えられ，これを拡張すると完全解は (x, y, z) =

(
1

a
, a, a)で与えられる．

　ただし，部分解が (y, z) = (0, 0)のときは拡張できない．幾何学的にこれを確かめると, 完全解に対応する

多様体は平面 y = z 内の双曲線であり, これは直線 { (x, y, z) | y = z ∧ x = 0 }と x軸に漸近する．つまり

R3 内で x軸と交点をもたない．これが部分解 (y, z) = (0, 0)のときだけ拡張できない理由である（無限遠点

まで含めると (∞, 0, 0)に拡張できる）．

どの部分解が完全解にまで拡張できるかは，実際に拡張を試みなくてもあらかじめ知ることができる．

定理 3-5．　拡張定理

　イデアル I =〈f1,…, fs〉⊂ C[x1,…, xn]を考え，I1を I の 1次の消去イデアルとする．i ∈ {1,…, s}に対
して，fiを次の形に書く

　　　　　　　　　　　 fi = gi(x2,…, xn)x1
Ni + (x1の次数が Ni未満である項)．

ここで，Ni ≥ 0とし，gi ∈ C[x2,…, xn]は 0でない多項式である．部分解 (x2,…, xn) = (a2,…, an) ∈ V(I1)

があると仮定する．このとき，(a2,…, an) /∈ V(g1,…, gs) ならば，a1 ∈ C が存在して (a1, a2,…, an) ∈
V(I)である．

証明には終結式が必要なので後回しにする．今は拡張定理の主張する意味を考えていく．

拡張定理が C 上で考えられている理由は代数学の基本定理による．例えば，k = R 上で連立方程式 x2 =

y = z を考える．f1 = x2 − y, f2 = x2 − z, I =〈f1, f2〉⊂ R[x, y, z], I1 = I ∩ R[y, z] とする．このとき
f1, f2 は次の形に書ける
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　　　　　　　　　　　　　　　 f1 = 1・x2 + (−y), f2 = 1・x2 + (−z)．
xを消去すると I1 =〈y − z〉となるので，部分解 (y, z) = (a, a) ∈ V(I1)，a ∈ Rを得る．このとき f1と f2

の xに関する先頭係数は 1 ̸= 0だから，拡張定理によって，部分解 (a, a)は C上では拡張できる．しかし R上
で考えると，a＜ 0のとき x2 = aは解を持たない．よって a ≥ 0のときにしかこの部分解は拡張できない.

つまり，R上では拡張定理は成立しない．但し C上に限らずとも代数的閉体上ならば，このような解をもたな
いことは起こらないので，拡張定理は成立する．

では，部分解 (x2,…, xn) = (a2,…, an)が拡張可能であるための十分条件 (a2,…, an) /∈ V(g1,…, gs)は一

体何を意味しているのだろうか．fi = 0に (x2,…, xn) = (a2,…, an)を代入すると，変数が x1のみの方程式

になる．(a2,…, an) ∈ V(g1,…, gs)であるとは，この代入によってすべての fiが x1の最高次の項を消される

ことを意味する．このときに限って，fiたちが共通根 x1 = a1 をもたない可能性があることを拡張定理は示

している．これを例 3-4.で確かめると，連立方程式 xy = xz = 1は部分解 (y, z) = (a, a)を持っていた．こ

のうち xの先頭係数 y と z を同時に 0にする部分解 (y, z) = (0, 0)だけが拡張できない可能性を持つことに

なるが，(x, 0, 0)という形の解は実際に無いことが簡単に分かる．

ここで，V(g1,…, gs)は I の基底 {f1,…, fs}のとり方によって変わってくる．もしV(g1,…, gs)が大きい

と，拡張定理で判定できないような部分解 (a2,…, an) ∈ V(g1,…, gs)がより多く出てくるだろう．そうなる

と計算が面倒になるので，V(g1,…, gs)が最も小さくなるような {f1,…, fs}のとり方が欲しい．これは射影
完備化という方法で，射影代数幾何の道具立てが必要となる（下巻第 8章参照）．また，アフィン空間に無限

遠点の集合を加えた射影空間で考えれば，すべての部分解が拡張可能となることが分かっている（それまで拡

張できなかった漸近線上の部分解でも，無限遠点を全体解に含むことで拡張できるようになる）．

　また，定理では x1 = a1が存在するための十分条件を述べているが，変数がいくつ消去された段階において

も拡張定理は同様に使うことができる．よって 2次以上の拡張をする場合は，拡張定理を繰り返し用いればよ

い．

　最後に，始めに部分解を求めるときや拡張するときに代数的解が求められない場合があることを述べる．

例 3-6．　次の連立方程式を考える

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 xy = 4,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 y2 = x3 − 1．

　 lex順序を使うと，グレブナー基底は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g1 = 16x− y4 − y2,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g2 = y5 + y3 − 64

で与えられる．y5 + y3 − 64 = 0は y = ±1,±2,±4,…,±64を満たさないので，g2は Z上既約であり，すな
わち Q上既約である．よって g2 = 0は有理根を持たず，冪根を用いて解けるかもすぐには分からない (楕円

曲線 y2 = x3 − 1は (1, 0)しか有理点を持たないが，xy = 4がこれを満たさない)．

　このような場合には数値的に解を求めるしかない．これにはニュートン −ラフソン法など様々な方法があ
り，それにより g2 = 0を解くと

　　　　　　　　　　　 y = 2.21363，− 1.78719± 1.13984i，0.680372± 2.26969i

が得られる．これらを g1 = 0に代入して，数値近似解を決めることができる．部分解を数値的に求めた場合

でも拡張定理は使うことができる．また，拡張定理における gi がすべて 0に近づくような部分解が得られた
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場合は，その付近に拡張が失敗するような部分解があると推測できる．また拡張された解が極端な値をとると

きは，その付近で解が発散していると推測できる．

3.2 消去の幾何

前節の定理の幾何学的な解釈を与える．大まかに言うと，変数の消去は多様体をより低次元の部分空間上に

射影することに対応している．しかし，拡張定理によれば，変数消去によって得られた部分解は完全解の射影

に比べて余分な点を含んでいることがある．これが拡張できない部分解であった．この余分な点を評価するの

が閉包定理である．

　まず，アフィン多様体の射影を定義する. アフィン多様体 V = V(f1,…, fs) ⊂ Cnが与えられているとする.

変数 x1,…, xlを消去するために，射影写像

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πl : Cn −→ Cn−l

を考える．これは (a1,…, an)を (al+1,…, an)に写す．V の射影πl(V )と Ilを関係付けていく．

補題 3-7．　上記の記号を使う．Il =〈f1,…, fs〉∩ C[xl+1,…, xn]を l次の消去イデアルとする．このとき，

Cn−lにおいて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πl(V ) ⊂ V(Il)

が成立する．

証明　 f ∈ Il とする．(a1,…, an) ∈ V = V(f1,…, fs)に対し，f ∈〈f1,…, fs〉であるから f(a1,…, an) = 0

である．だが f は x1,…, xlに依存しないから

　　　　　　　　　　　　　　　　 f(al+1,…, an) = f(πl(a1,…, an)) = 0

と書ける．これは，f がπl(V )のすべての点で消えることを示している．よってπl(V ) ⊂ V(f) 2

この補題により，πl(V )は次のように書ける

　　πl(V ) =

{
　　　　　　　　　　　 (a1,…, al, al+1,…, an) ∈ V
(al+1,…, an) ∈ V(Il) :
　　　　　　　　　　　となる a1,…, al ∈ Cが存在する

}
.

よって，πl(V )は完全解にまで拡張できる部分解全体にちょうど一致している．

この例として，例 3-4.の多様体 V = V(I) ⊂ C3, I =〈xy−1, xz−1〉を考える．S(xy−1, xz−1) = y−z

だから，消去定理より 1次の消去イデアルは I1 =〈y− z〉である．よって部分解V(I1)は C2 内の直線 y = z

である．一方，射影 π1 : C3 −→ C2を x座標を除外する（x座標に定数を代入する）写像とする．V の点

は (
1

a
, a, a), a ̸= 0であるので

　　　　　　　　　　　　　　　　　 π1(V ) = { (a, a) ∈ C2 | a ̸= 0 }
である．ここで，π1(V )はアフィン直線から 1点 (0, 0)を除いた集合だから, アフィン多様体ではない．この

ような欠けた点の正体は次の幾何学的拡張定理から直ちに分かる．

定理 3-8．　幾何学的拡張定理

　多様体 V = V(f1,…, fs) ⊂ Cnに対し，giを拡張定理で与えた関数とする．I1を〈f1,…, fs〉の 1次の消去

イデアルとする．このとき，Cn−1における次の等式が成り立つ
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　　　　　　　　　　　　　　V(I1) = π1(V ) ∪ (V(g1,…, gs) ∩V(I1)).

ここで，π1 : Cn → Cn−1は，x1を除いた n− 1変数への射影である．

　しかしこの欠けた部分V(g1,…, gs)の大きさまでは分からないし，ときに不自然に大きくなることもある．

例えば，連立方程式 (y − z)x2 + xy = (y − z)x2 + xz = 1は，xy = xz = 1と同じイデアル I を生成し，消

去イデアルも同じ I1 =〈y − z〉であることが分かる．このとき，欠けた部分 V(g1,…, gs) に相当するのは

V(y− z)であり，これは部分解V(I1)と一致してしまう．よってこの場合は拡張定理を使っても効果が無い．

また，定理 3-8.は

　　　　　　　　　　　　　　　V(I1) = π1(V ) ∪ (V(g1,…, gs) ∩V(I1))

となるので，π1(V ) の大きさについても何も分からない．だが幸いにも，次の定理によって V(g1,…, gs) や

π1(V )の大きさについて強い主張が得られる．

定理 3-9．　閉包定理

　 V = V(f1,…, fs) ⊂ Cnとおき，Ilを〈f1,…, fs〉の l次の消去イデアルとする．このとき次が成り立つ

(i)　V(Il)はπl(V ) ⊂ Cn−lを含む最小のアフィン多様体である，

(ii)　 V ̸= ∅であるとき，V(Il)−W ⊂ πl(V )となるアフィン多様体W ⊊ V(Il)がある．

　 (i) を満たす V(Il) をπl(V ) のザリスキー閉包という．(i) の証明は第 4 章で行う．(ii) はπl(V ) ⊂
V(Il)がV(Il)の大部分を覆っているということを意味する．ここでは，l = 1の場合に限り (ii)を証明する．

証明　幾何学的拡張定理による次の結果を用いる

　　　　　　　　　　　　　　V(I1) = π1(V ) ∪ (V(g1,…, gs) ∩V(I1)).

W = V(g1,…, gs) ∩ V(I1) とすると, 補題 1-4. より W はアフィン多様体である. 上の分解より, V(I1) −
W ⊂ π1(V ) ⊂ V(Il)が得られ，W ̸= V(I1)が示されれば証明は完了する．しかしながら，閉包定理の直前

の例のようにW = V(I1)となることもある．

　この場合には，W が小さくなるように，V を定義する連立方程式を上手く書き換える必要がある．まずは次

のように書き換える

　　　　　　　　　　　　もしW = V(I1)ならば V = V(f1,…, fs, g1,…, gs)．　…(2)

まずはこれを示す．両辺が互いに包含していることを示せばよいが

　　　　　　　　　　　　　　V(f1,…, fs, g1,…, gs) ⊂ V(f1,…, fs) = V

は明らかである．逆方向の包含関係を示すために，(a1,…, an) ∈ V とする．各 fiはこの点で消える．ま

た (a2,…, an) ∈ π1(V ) ⊂ V(I1) = W ⊂ V(g1,…, gs)であるから，各 giはここで消える．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　 (a1,…, an) ⊂ V(f1,…, fs, g1,…, gs)

となり，(2)が証明された．

　 I =〈f1,…, fs〉をもとのイデアルとする．また，Ĩ =〈f1,…, fs, g1,…, gs〉とする．(2) のように，仮

に I とĨは同じ多様体 V を定義するとしても，イデアル自体は異なるかも知れない．よって I1と Ĩ1も異

なるかも知れない．しかし，(i) より V(I1) と V(Ĩ1) は共にπl(V ) を含む最小のアフィン多様体であるか

らV(I1) = V(Ĩ1)が従う．

　次は V をさらに書き換える．Ĩ のより簡潔な基底を求める

　　　　　　　　　　　　 fi = gi (x2,…, xn)x1
Ni + (x1の次数が Ni未満である項)．
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ここで，Ni ≤ 0かつ gi ∈ C[x2,…, xn]は 0でない．今

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f̃1 = fi − gix1
Ni

とおけば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ĩ =〈f̃1,…, f̃s, g1,…, gs〉

と書き換えられる．ここで，f̃iは 0であるか，x1に関する次数が fiよりも真に小さいかどちらかである．

　さて，幾何学的拡張定理を V = V(f̃1,…, f̃s, g1,…, gs)に適用する．生成元の先頭項を置き換えたので，次

の異なった分解が得られる

　　　　　　　　　　　　　　　　 V(I1) = V(Ĩ1) = π1(V ) ∪ W̃ .

ここで，W̃ は f̃1 ,…, f̃s , g1 ,…, gsの x1 に関する先頭係数が 0 になる部分解よりなる．よって，この W̃ は

W = V(I1)に含まれる．

　しかし W̃ ⊊ W となるとは限らず，相変わらず W̃ = V(I1)となることも起こり得る．そのときは上記の

プロセスを繰り返せばよい．繰り返しているうちにどこかでV(I1)より真に小さくなれば，証明は完了する．

　あとは，常に同じV(I1)が得られる場合を考える．上記のプロセスを繰り返す度に生成元の x1 の次数は落

ちていく，あるいは 0のままである．最終的にはすべての生成元から x1 が消去されるので，部分解 (a2,…,

an)があるとき，すべての a1 ∈ Cに対して (a1, a2,…, an) ∈ V となる．したがって，すべての部分解を拡張

することができ，π1(V ) = V(I1)である．つまりW = ∅であり，V ̸= ∅であるとき (ii)が満たされる． 2

この閉包定理は拡張定理と同様に，C上に限らず任意の代数的閉体K 上で正しい．

3.3 陰関数表示化

一部の証明は後回しにしているが，ここまででアフィン多様体の点が求められるようになり，その射影と部

分解の大きさについて述べることができた．しかし，アフィン多様体の定義方程式は最初から与えられている

とは限らないし，パラメータによって表されている場合もある．その場合にはどのように多様体の点を求めれ

ばよいのだろうか？

例 3-10．　 R3の捩れ 3次曲線 C = V(y−x2, z−x3)のすべての接線からなる曲面 V を考える（これを C の

接曲面という）．V はパラメータ表示によって定義される多様体である．V をグレブナー基底を用いて求めて

みる．

x = t ∈ Rとおくと，C のパラメータ付け (x, y, z) = (t, t2, t3) = r(t)が得られる．よって，C の r(t)にお

ける接線は，u ∈ Rを用いて，次のようにパラメータ付けされる
　　　　　　　　　 r(t) + ur′(t) = (t, t2, t3) + u(t, t2, t3) = (t+ u, t2 + 2tu, t3 + 3t2u).

連立方程式の形で表すと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x = t+ u,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 y = t2 + 2tu,　　… (1)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 z = t3 + 3t2u

となり，tは C 上の位置を，uは接線上の位置を表すパラメータである．これは次のイデアルを与える

　　　　　　　　　　 I =〈x− t− u, y − t2 − 2tu, z − t3 − 3t2u〉⊂ R[t, u, x, y, z].
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lex順序 t＞ u＞ x＞ y ＞ z を使うと，I のグレブナー基底は次のようになる

　　　　　　　　　　　　 g1 = t+ u− x,

　　　　　　　　　　　　 g2 = u2 − x2 + y,

　　　　　　　　　　　　 g3 = ux2 − uy − x3 +
3

2
xy − 1

2
z,

　　　　　　　　　　　　 g4 = uxy − uz − x2y − xz + 2y2,　　　　　　　　… (2)

　　　　　　　　　　　　 g5 = uxz − uy2 + x2z +
1

2
xy2 − 1

2
yz,

　　　　　　　　　　　　 g6 = uy3 − uz2 − 2x2yz +
1

2
xy3 − xz2 +

5

2
y2z,

　　　　　　　　　　　　 g7 = x3z − 3

4
x2y2 − 3

2
xyz + y3 +

1

4
z2.

このように tと uが順番に消去され，消去定理より I2 = I ∩ R[x, y, z] =〈g7〉である．(1)は g7 = 0を満た

すので，V(g7)は V を含む多様体である．しかしV(g7)には V の他に余計な点を含んでいる可能性がある．

パラメータを消去して得られたアフィン多様体V(g7)は，解空間 V を含む最小の多様体となっているのだろ

うか？

それを調べるため，一般論に移る．次の多項式パラメータ表示が与えられているとする

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x1 = f1(t1,…, tm),

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
...　　　　　… (3)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 xn = fn(t1,…, tm).

ここで，f1,…, fn ∈ k[t1,…, tm]である．写像 F = (f1,…, fn)を

　　　　　　　　　 F : km −→ kn,　 (t1,…, tm) 7−→ (f1(t1,…, tm),…, fn(t1,…, tm))

と定める．F (km) ⊂ knはアフィン多様体であるとは限らないので，陰関数表示化の目的は F (km)を含む最小

のアフィン多様体を求めることである．

　 (3)より，V = V(x1 − f1,…, xn − fn) ⊂ km+nをおく．V の点は

　　　　　　　　　　　　　　　 (t1,…, tm, f1(t1,…, tm),…, fn(t1,…, tm))

と書けるので，V は写像 F のグラフである．この他に

　　　　　　　　　　　　 p(t1,…, tm) = (t1,…, tm, f1(t1,…, tm),…, fn(t1,…, tm)),

　　　　　　　　　　　　πm(t1,…, tm, x1,…, xn) = (x1,…, xn)

で定義される写像

　　　　　　　　　　　　　　　 p : km −→ km+n，　πm : km+n −→ kn

も得られる．これらの写像は次の図式を与えている
　　　　　　　　　　　　　　　 km+n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 p −→　　　 ←−πm　　… (4)

　　　　　　　　　　　　　　　 km　　　
F−→　　　 kn

つまり F = πm ◦ pと書け，p(km) = V も分かる．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　　 F (km) = πm(p(km)) = πm(V )　　… (5)

を得る．パラメータ付けの像はグラフの射影であるということである．

定理 3-11．　多項式陰関数表示化

　 kを無限体とする．先の議論と同じ集合と写像を用いる．I =〈x1 − f1,…, xn − fn〉を k[t1,…, tm, x1,…,

xn] のイデアル，Im = I ∩ k[x1,…, xn] を m 次の消去イデアルとする．このとき，V(Im) は knにおい
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て F (km)を含む最小のアフィン多様体である．

証明　 V = V(I) ⊂ km+nとする．k = Cの場合には，(5)により F (Cm) = πm(V )を得る．閉包定理により，

V(Im)がπm(V )を含む最小のアフィン多様体であるので，題意は示された．

　次に，k が Cの部分体である場合を考える．k ⊂ Cであり，この k では Cと同じ演算が定義できるので，
k は素体 Qを含む．よって，k は無限体である．k ⊊ Cの場合は閉包定理を直接に適用することはできない
ので，体 k と Cとを行き来しながら証明を進める．knにおける多様体であるか Cnにおける多様体であるかを

区別する必要があるので，多様体の記号に添え字として k と Cを付ける．題意は，Vk(Im)が F (km)を含む

最小の多様体となることである．

　今，(5) と補題 3-7. により，F (km) = πm(Vk) ⊂ Vk(Im) である．ここで Zk = Vk(g1,…, gs) ⊂ kn

を F (km) を含む任意の多様体とする．このとき Vk(Im) ⊂ Zk を示せばよい．Zk上で giは消えるの

で F (km)上でも giは消える．つまり gi ◦ F は km全体で消える．gi ∈ k[x1,…, xn]，F ∈ k[t1,…, tm]nである

ので gi ◦ F ∈ k[t1,…, tm]が従い，k は無限個の元をもつから，結局 gi ◦ F はすべて零多項式となる．よって
gi ◦ F は Cm全体でも消えており，すなわち giが F (Cm)上で消える．ゆえに ZC = VC(g1,…, gs) ⊂ Cnとお

けば，ZCは F (Cm)を含む多様体である．証明の前半より，Cnにおいてはこの定理は正しいので VC(Im) ⊂
ZCが成立する．そのうち knにある解についても，Vk(Im) = VC(Im) ∩ kn ⊂ ZC ∩ kn ⊂ Zkが成立し，題意

を満足する．

　最後に kが Cに含まれない無限体である場合を考える．このとき kを含む代数的閉体K が存在する．K 上

でも閉包定理は成立するので，Cの代わりにK を用いると同じ議論に帰着する．以上で定理が証明できた．2

　ここで接曲面の例に戻る．定理 3-11.より，VR(g7)は接曲面 V を含む R3の最小の多様体であることが分

かる．

　しかし，V = VR(g7)であるかどうかはまだ分からない．これには，部分解 (x, y, z) ∈ VR(g7)がすべて完

全解 (t, u, x, y, z) ∈ VR(I)まで拡張できるかを調べればよい．まずは C上で考えて拡張定理を用いる．
　 I2は I1の 1次の消去イデアルであり，消去定理により I1 =〈g2,…, g7〉である．I1の生成元のうち，g2の

uに関する先頭係数は 1 ̸= 0であるので，(x, y, z) ∈ VR(g7)はすべて (u, x, y, z) ∈ VC(I1)に拡張できる．そ

してこれらはすべて (t, u, x, y, z) ∈ VC(I)にまで拡張できる．g1におけるtの先頭係数が 1だからである．し

たがって，VC(g7) = V であることが分かった．

　残るは，この拡張が R上でなされているのかという問題である．tと uの定義の仕方を思い出すと，すべて

の (t, u) ∈ Rがそれぞれ接曲面 V 上の 1点 (x, y, z) ∈ R3に対応することが分かる．グレブナー基底を見ると

これを代数的に示すことができる．g3 = … = g6 = 0は uの 1次方程式だから，(x, y, z) ∈ R3のとき u ∈ R
である．一方 g2 = 0は 2次方程式であるが，問題なく u ∈ Rの存在が示される．なぜならば，曲線 C は放

物面 V(y − x2) ⊂ R3上にあるので，C の接線はこの放物面の凸側にある．よって V の点は y ≤ x2を満たす

ので，0 = g2 = u2 + (y − x2) ≤ u2となり，u ∈ Rが存在する．g1 = 0は tの 1次方程式だから，同様にし

て t ∈ Rに拡張できる．以上の議論より V = VR(g7)であることが分かる．

　一般に，パラメータ表示の像がそのザリスキー閉包を覆い尽くすかどうかを示すことは難しく，与えられた

問題ごとに個別に解析するしかない．しかし，今の例のようにグレブナー基底と拡張定理を組み合わせて議論

すれば，その様子は解析できるようである．
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　また，有理パラメータ表示が与えられた場合にも，多項式パラメータ表示の場合のように定理 3-11.とほと

んど同様の事実が示される．この場合は，パラメータ表示式の分母にある多項式 hiを払ってイデアル I を同

じように定義する．注意すべき点は，分母 hi が消える点をパラメータの定義域からあらかじめ除くことであ

る．そして，すべての分母が 0でないことと同等である方程式 h1 · · · · · hny = 1を I に添加し新たなイデア

ル J とする．ここで y は消去すべき新たなパラメータである．この適当な定義域とイデアル J に対し，定理

3-11.と同じ内容が成立する．

3.4 終結式

第 3章の最後に，積み残していた拡張定理の証明を行う．拡張定理とは与えられた部分解がいつ方程式系の

共通解となるかを判定するためのものである．一方，終結式とは与えられた多項式がいつ共通因子を持つかを

判定するために生まれた式である．この終結式を上手く用いて拡張定理を示す．

　まずは，1変数の多項式 f, g ∈ k[x]が共通因子を持つかどうかを知りたいとする．f と g を既約分解すれば

共通因子は手に入るが，これは一般に時間のかかる処理である．よりよい方法は，GCD(f, g)を互除法によっ

て求めることである．しかしこれには体 kにおける割り算を必要とし，それは消去を行う段階で実は避けたい

操作である．そこで，割り算を行わない別のアプローチを探っていく．

補題 3-12．　 f, g ∈ k[x], deg(f) = l＞ 0 , deg(g) = m＞ 0とする．このとき，f と g が共通因子を持つこ

とと次の 3つの条件を満たす多項式 A,B ∈ k[x]が存在することとは同値である

(i)　 A ̸= 0 かつ B ̸= 0,

(ii)　 deg(A) ≤ m− 1 かつ deg(B) ≤ l − 1,

(iii)　 Af +Bg = 0.

証明　 (⇒) f, g が共通因子 h ∈ k[x] を持つと仮定する．このとき，f = hf1と g = hg1を満たす f1, g1 ∈
k[x]が存在する．ここで deg(f1) ≤ l − 1, deg(g1) ≤ m− 1である．今

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f・g1 = hf1g1 = g・f1

であるので，A = g1, B = −f1とおくと，A,B は条件 (i), (ii), (iii)を満たす．

(⇐) ある A,B ∈ k[x]が条件 (i), (ii), (iii)を満たし，f, g が互いに素であると仮定する．GCD(f, g) = 1であ

るので，ある Ã, B̃ ∈ k[x]が存在してÃf + B̃g = 1と書ける．これに B を掛けて (iii)の式を代入すると

　　　　　　　　　 B = (Ãf + B̃g)B = ÃBf + B̃Bg = ÃBf − B̃Af = (ÃB − B̃A)f

となる．B ̸= 0より，deg(B) ≥ deg(f) = lとなり，(ii)に矛盾する．よって始めの仮定は誤りで，f, g は共通

因子を持つ． 2

この判定法は使いにくいので，よりよい条件を導く．まず補題の (ii)を満たす A,B を次のように書く

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 A = a0x
m−1 +…+ am−1,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 B = b0x
l−1 +…+ bl−1.

すると，この l +m個の係数 ai, bi ∈ k で Af +Bg = 0を満たすものがいつ存在するかを考えればよい.

f, g も次のように書く

　　　　　　　　　　　　　　　　　 f = c0x
l +…+ cl,　 c0 ̸= 0,

25



　　　　　　　　　　　　　　　　　 g = d0x
m +…+ dm,　 b0 ̸= 0．

ここで ci, di ∈ k である．Af + Bg = 0にこれらを代入し，xの冪の係数を比較すると，次の線形方程式系が

得られる

　　　　　　　　 a0c0　　　　　　　 +　 b0d0　　　　　　 = 0　；xl+m1の係数，

　　　　　　　　 a0c1 + a1c0　　　　 +　 b0d1 + b1d0　　　 = 0　；xl+m−2の係数，

　　　　　　　　 a0c2 + a1c1 + a2c0　+　 b0d2 + b1d1 + b2d0 = 0　；xl+m−3の係数，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
...

　　　　　　　　 am−2cl + am−1cl−1　+　 bl−2dm + bl−1dm−1 = 0　；x1の係数，

　　　　　　　　 am−1cl　　　　　　 +　 bl−1dm　　　　　 = 0　；x0の係数．

これを行列の積で書くと

　　　　　　　



c0 d0

c1 c0 d1 d0

c2 c1 c0 d1
. . .

c2 c1
. . .

. . . d0
... c2

. . . c0
... d1

...
. . . c1

...
...

cl−1

... c2
...

cl cl−1

...

cl cl−1

... dm
...

cl
. . . dm
. . . cl−1

. . .

cl dm





a0

a1

a2

...

am−1

b0

b1

...

bl−1



= O

と表される．左辺の l +m次正方行列が非正則であるとき，またそのときに限って O でない解

(a0,…, am−1, b0,…, bl−1)が存在する．この左辺の正方行列

　　　　　　　　　　　　



c0 d0 O
...

. . . O
. . .

...
. . .

... d0

cl c0
. . .

... dm
...

O
. . .

...
. . .

cl O dm


=: Syl(f, g, x)

を f と g の変数 xに関するシルベスター行列という．そしてこのシルベスター行列の行列式

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Res(f, g, x) := det{Syl(f, g, x)}
を f と g の変数 xに関する終結式という．

　行列式の定義により
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Res(f, g, x) ∈ Z[ai, bi] ⊂ k

である．以上の議論より次の系が従う．

系 3-13．　 f, g ∈ k[x]に対して，Res(f, g, x)は f と g の係数を変数とする整数係数多項式 (つまり k の元)

である.さらに，f と g が k[x]において共通因子を持つことと Res(f, g, x) = 0であることは同値である．

命題 3-13.より，終結式によって変数が消去されていることが分かる． 実は Res(f, g, x)は〈f, g〉の 1次

の消去イデアルに含まれていることが分かる

命題 3-14．　 f, g ∈ k[x]に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　 Af +Bg = Res(f, g, x) ⊂〈f, g〉∩ k

を満たす A,B ∈ k[x]が存在する．さらに，A,B の係数は f と g の係数に関する整数係数多項式である.

証明　 Res(f, g, x) = 0のときは A = B = 0を選べばよく，自明である．

　Res(f, g, x) ̸= 0と仮定する．これは f, gが互いに素であることと同値である．つまり，(1) Ãf+B̃g = 1を

満たすÃ, B̃ ∈ k[x]が存在する．この両辺に Res(f, g, x)を掛けると，題意の前半が示される．

　ここで f, g, Ã, B̃を，上の議論と全く同じように係数 ci, di, ai, biを用いて表記する．(1)を xの冪の係数につ

いて整理し，同様にして線形方程式系で表すと

　　　　　　　　　　　　　　　　 Syl(f, g, x)



a0
...

am−1

b0
...

bl−1


=



0

...

0

1


　… (1)

となる．Res(f, g, x) ̸= 0だから，(1)は k で一意解をもち，これはクラメールの公式によって求められる．こ

の公式を見ると，一意解は

　　　　　　　　　　　　　　　　 ai, bi =
ci, diの整数係数多項式

Res(f, g, x)

と導かれる．Ã = a0x
m−1 +…+ am−1の共通分母 Res(f, g, x)を払って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 A = Res(f, g, x)Ã ∈ k[x]

と書ける．そして Aの係数は ci, diの整数係数多項式であることが分かる．B についても Aと同様である．2

例 3-15．　 f = xy − 1，g = x2 + y2 − 4について，Res(f, g, x) ∈〈f, g〉∩ k[y]であることを確かめる

　　　　　　　　　　　　　　　 Syl(f, g, x) =


y 0 1

−1 y 0

0 −1 y2 − 4

 ,

　　　　　　　　　　　　　　　　 Res(f, g, x) = y2(y2 − 4) + 1 ̸= 0.

よって，xのみを変数として扱うと GCD(f, g) = 1であり，Ãf + B̃g = 1を満たす Ã, B̃ ∈ k(y)[x]が存在す

27



る．クラメールの公式より

　　　Ã =

det


0 0 1

0 y 0

1 −1 y2 − 4


Res(f, g, x)

x+

det


y 0 1

−1 0 0

0 1 y2 − 4


Res(f, g, x)

= − y

y4 − 4y2 + 1
x− 1

y4 − 4y2 + 1
,

　　　B̃ =

det


y 0 0

−1 y 0

0 −1 1


Res(f, g, x)

=
y2

y4 − 4y2 + 1
.

これらを代入し分母を払えば

　　　　　　　　　　　　− (yx+ 1) f + y2g = y4 − 4y2 + 1 ∈〈f, g〉∩ k[y]　… (2)

が得られる．

　次に，これまでの終結式の理論を n変数の多項式の場合にまで適合させる．f, g ∈ k[x1,…, xn]が与えられ

ているとき，x1について整理し

　　　　　　　　　　　　　　　　 f = a0x
l
1 +…+ al, a0 ̸= 0,

　　　　　　　　　　　　　　　　 g = b0x
m
1 +…+ bm, b0 ̸= 0

と書く．ここで ai, bi ∈ k[x2,…, xn]である．f と g の x1に関する終結式を次で定義する

　　　　　　　　　 Res(f, g, x1) = det



a0 b0 O
...

. . . O
. . .

...
. . .

... b0

al a0
. . .

... bm
...

O
. . .

...
. . .

al O bm


.

多変数の多項式の終結式に対しても，1変数の場合と同じ次の結果が成り立つ．

命題 3-16．　 f, g ∈ k[x1,…, xn]が x1を含むとき，次が成立する

(i) 　 Res(f, g, x1) ∈〈f, g〉∩ k[x2,…, xn],

(ii)　 Res(f, g, x1) = 0であることと，f と g が k[x1,…, xn]が x1を含む共通因子をもつことは同値である．

証明　 (i) 終結式は ai, biの整数係数多項式であるので，Res(f, g, x1) ∈ k[x2,…, xn] となる．また，Af +

Bg = Res(f, g, x1)を満たし x1を含む多項式 A,B で，係数が ai, biを変数とする整数係数多項式であるもの

が存在する．よって，A,B ∈ k[x2,…, xn][x1] = k[x1,…, xn]であるので，Res(f, g, x1) ∈〈f, g〉が導かれる．

(ii) 系 3-13.より，Res(f, g, x1) = 0であることと f と gが x1を含む k(x2,…, xn)[x1]の多項式を共通因子と

して持つこととは同値である．その共通因子の分母を払ったものの x1を含む既約因子 (もとの分母とは異なる
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因子)は，k[x1,…, xn]で再び f と g の共通因子となる．よって，Res(f, g, x1) = 0であることは f と g が x1

を含む k[x1,…, xn]の多項式を共通因子としてもつこととも同値である． 2

命題 3-16.(i)より，多変数の場合でも終結式は消去イデアルの元となっている．よって実際に計算するとグ

レブナー基底に似た形になることはあるが，一致するとは限らない．グレブナー基底に比べ余分な因子や重複

を含み次数が高くなることもあり，消去イデアルの基底であるとは限らない．つまり Res(f, g, x1)は f と g

の共通根の他に余計な根を示すこともあり得る．しかし，変数の消去がスムーズに行えることは終結式の大き

な利点である．

一方，代数的閉体上，特に C上では C[x]の 2本の多項式が共通因子をもつこととそれらが共通根を持つこ

とは同値である．こうして次の系が得られる．

系 3-17．　 f, g ∈ C[x]とする．このとき Res(f, g, x) = 0であることと f と g が Cにおいて共通根を持つ
こととは同値である．

この系の応用例として多項式の分離性の判定がある．Res(f, g, x1) = 0 かどうかを示せば，f(x) と f ′(x)

が共通因子を持つかどうかが分かり，多項式 f(x)が代数的閉体上で 2重根を持つかが分かる．

3.5 拡張定理の証明

次の命題は終結式の理論と拡張定理の証明との橋渡しとなる．

命題 3-18．　 f, g ∈ C[x1,…, xn]に対して，a0, b0 ∈ C[x2,…, xn]を f, g の x1に関する先頭係数とする．も

し Res(f, g, x1) ∈ C[x2,…, xn]が (c2,…, cn) ∈ Cn−1において消えるとすれば次のいずれかが成立する

(i) 　 a0または b0が (c2,…, cn) ∈ Cn−1で消える，

(ii)　 c1 ∈ Cが存在して，f と g は (c1,…, cn) ∈ Cnで消える．

証明　 c = (c2,…, cn)とする．a0(c)と b0(c)が共に 0でないとき，f(x1, c)と g(x1, c)が共通根 x1 = c1 ∈ C
を持つことを示せば十分である．そのために

　　　　　　　　　　　　　　 f(x1, c) = a0(c)x
l
1 +…+ al(c), a0(c) ̸= 0,

　　　　　　　　　　　　　　 g(x1, c) = b0(c)x
m
1 +…+ bm(c), b0(c) ̸= 0

と書く．仮定より，h := Res(f, g, x1)は cで消える．よって
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　　 0 = h(c) = det



a0(c) b0(c)
...

. . . 　
. . .

...
. . .

... b0(c)

al(c) a0(c)

. . .
... bm(c)

...

　
. . .

...
. . .

al(c) 　 bm(c)


= Res(f(x1, c), g(x1, c), x1)

が従う．これと系 3-17.から，f(x1, c)と g(x1, c)は共通根 c1 ∈ Cをもつ． 2

命題 3-19．　 2つの多項式に対する拡張定理

　 I =〈f, g〉⊂ C[x1,…, xn]とし，I1を I の 1次の消去イデアルとする．また，a0, b0 ∈ C[x2,…, xn]を f, g

の x1に関する先頭係数とする．部分解 c = (c2,…, cn) ∈ V(I1)があって，もし c /∈ V(a0, b0)ならば，

c1 ∈ Cが存在して (c1,…, cn) ∈ V(I)となる．

証明　命題 3-16.より，Res(f, g, x1) ∈ I1であるので，これは cで消える．a0も b0も cにおいて消えないなら

ば，命題 3-18.より，c1 ∈ Cが存在して cは拡張できる．

　あとは a0と b0のどちらか一方が cにおいて消える場合にも cが拡張できることを示せばよい．そこで，

a0(c) ̸= 0かつ b0(c) = 0であると仮定する．このとき命題 3-18.の証明に登場した

　　　　　　　　　　　　　　 Res(f, g, x1)(c) = Res(f(x1, c), g(x1, c), x1)

が成り立たないこと · · · (∗) が問題である（理由は後述）．そのため，I の基底を取り換える． ∀N ∈ N に対
し〈f, g〉=〈f, g + xN

1 f〉が成立する．この N を十分大きくとれば，g + xN
1 f の先頭係数は a0となり cで消

えなくなる．よって，c1 ∈ Cが存在して (c1,…, cn) ∈ V(f, g + xN
1 f) = V(I)とできる． 2

（証明の補足）ここで (∗)の理由を述べておく．a0も b0も c で消えない場合は Res(f, g, x1)(c) と

Res(f(x1, c), g(x1, c), x1)は同じ行列の行列式である．けれども b0 が cで消える場合はサイズの違う行列に

なってしまう（後者が 1行 1列分小さくなる）．両者をそれぞれ書き下すと

　　　　　　　 Res(f, g, x1)(c) = det



a0(c) 0
... a0(c) 　 b1(c)
...

...
. . .

... 0

al(c)
... a0(c)

... b1(c)

al(c)
... bm(c)

...

　
. . .

...
. . .

...

al(c) 　 bm(c)


,
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　　　　　 Res(f(x1, c), g(x1, c), x1) = det



a0(c) 　 b1(c)
...

. . .
...

. . .

... a0(c)
... b1(c)

al(c)
... bm(c)

...

. . .
...

. . .
...

al(c) bm(c)


となり，余因子展開を用いて

　　　　　　　　　　　　 Res(f, g, x1)(c) = a0(c)・Res(f(x1, c), g(x1, c), x1) … (⋆)

と書ける．つまり両者は a0(c)倍だけ違っているため，(∗)となる．
　このときであっても，Res(f, g, x1)が cで消えると仮定すると，(⋆)と a0(c) ̸= 0よりRes(f(x1, c), g(x1, c), x1) =

0が成立する．すなわち共通根 c1 ∈ Cが存在する．
　

　最後の証明の前に，3つ以上の多項式に対する終結式を定義しなければならない．

定義 3-20．　一般終結式

　新たな変数 u2,…, usを導入し，f1と u2f2 +…+ usfs ∈ C[u2,…, us, x1,…, xs]の終結式を考える．C[x2,

…, xs]の終結式を得るために，これを u2,…, usについて冪級数展開する

　　　　　　　　　　　　　　 Res(f1, u2f2 +…usfs, x1) =
∑
α

hα(x2,…, xs)u
α.

ここで，hα ∈ C[x2,…, xs]である．この多項式 hαたちを f1,…, fsの一般終結式という．

例 3-21．　　　　　　　　　　　　　　　 f1 = x2 + y + z − 1,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f2 = x+ y2 + z − 1,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f3 = x+ y + z2 − 1

とする．u2, u3を用いた終結式は

　　　　　　　　　 Res(f1, u2f2 + u3f3, x) = (y4 + 2y2z − 2y2 + z2 + y − z)u2
2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　+ 2(y2z2 + y3 + z3 − y2 − z2 + yz)u2u3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　+ (z4 + 2yz2 + y2 − 2z2 − y + z)u3
2

となり，一般終結式は次のようになる

　　　　　　　　　　　　　　　 h20 = y4 + 2y2z − 2y2 + z2 + y − z,

　　　　　　　　　　　　　　　 h11 = 2(y2z2 + y3 + z3 − y2 − z2 + yz),

　　　　　　　　　　　　　　　 h02 = z4 + 2yz2 + y2 − 2z2 − y + z.

定理 3-22．　拡張定理

　イデアル I =〈f1,…, fs〉⊂ C[x1,…, xn]を考え，I1を I の 1次の消去イデアルとする．i ∈ {1,…, s}に対
して，fiを次の形に書く

　　　　　　　　　　　 fi = gi(x2,…, xn)x1
Ni + (x1の次数が Ni未満である項)．

ここで，Ni ≥ 0とし，gi ∈ C[x2,…, xn]は 0でない多項式である．部分解 (c2,…, cn) ∈ V(I1)があると仮定

する．このとき，(c2,…, cn) /∈ V(g1,…, gs)ならば c1 ∈ Cが存在して (c1, c2,…, cn) ∈ V(I)である．
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証明　 s = 2の場合は既に示した．s = 1も自明である．

　以下 s = 3の場合に fi(x1, c)たちの共通根を求める．ここで c = (c2,…, cn)とする．今，c /∈ V(g1,…,

gs)より g1(c) ̸= 0と仮定しても一般性を失わない．

　　　　　　　　　　 h := Res(f1, u2f2 +…+ usfs, x1) =
∑
α

hα(x2,…, xs)u
α.

一般終結式 hα ∈ c[x2,…, xn]は環 C[u2,…, us, x1,…, xn]上において〈f1,…, fs〉に入ることが証明できる．

よって hα ∈ I1である．c ∈ V(I1)ならばすべてのαに対し hα(c) = 0である．すなわち h(c) = 0である．

　あとは終結式について

　　　　　　　　　　 h(c) = Res(f1(x1, c), u2f2(x1, c) +…+ usfs(x1, c), x1)　… (∗)
であることを示せば，終結式が消え，示すべき共通根の存在を証明できる．

　 (∗) が成立するためには，f1と u2f2 +… + usfs の x1 に関する先頭係数が c で消えなければ十分である

（命題 3-18.より）．g1(c) ̸= 0と仮定したので，あとは u2f2 +…+ usfs の方を考えれば良い．

　 u2f2 +…+ usfsの x1 についての先頭項が消えるとき，命題 3-19.の証明で行ったのと同様に，f2の代わ

りに f2 + xN
1 f1を用いる．この操作によって I はイデアルとして変化しない．十分に大きい整数 N をとれば

u2f2 +…+ usfsの先頭項は cで消えないようにできる．

　したがって (∗)は成立し, f1(x1, c)と u2f2(x1, c) +…+ usfs(x1, c)は x1を含む共通因子 F を持つ．F は

f1(x1, c)を割り切るので，C[x1]の元である．一方 u2f2(x1, c) +…+ usfs(x1, c)は C[x1, u2,…, us]の元で

ある．ここから F (x1)を括り出せば，u2,…, usの係数を比較することにより，F が f2(x1, c),…, fs(x1, c)の

それぞれを割り切ることが分かる．よって F はすべての fi(x1, c)の正の次数を持つ共通因子である．c1 ∈ C
を F の根とすると，c1はすべての fi(x1, c)の共通根となる．f2の代わりに f2 + xN

1 f1を用いても，c1はすべ

ての I の元の共通根となる． 2

以上で拡張定理が証明された．証明をよく見ると，拡張定理は Cを他の代数的閉体に代えても成立する．

4 代数と幾何の対応

4.1 ヒルベルトの零点定理

第 4章では，第 1章の例 1-8.からしていた議論を深める．それは多様体とイデアルとの対応関係について

である．

　 I = k[x1,…, xn] のとき，1 ∈ I であるので， V(I) = ∅ である．逆に V(I) = ∅ としても，このよう
な I は k[x1,…, xn]以外にもあるかもしれない．I が kに根を持たない多項式で生成されていればよいからで

ある．それでは k が代数的閉体であれば，根を持たないイデアルは多項式環全体に一致するのだろうか？

定理 4-1．　弱い零点定理　

　 k を代数的閉体とし，I ⊂ k[x1,…, xn]をV(I) = ∅を満たすイデアルとする．このとき I = k[x1,…, xn]

である．

証明　V(I) = ∅としたとき，1 ∈ I であることを示す．証明には，変数の個数 nに関する帰納法を用いる．

　 n = 1の場合，V(I) = ∅より，f ∈ I は 0でない定数である．このとき
1

f
∈ k だから，1 = (

1

f
)・f ∈ I
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となる．つまり I = k[x]である．

　次に，n− 1変数の多項式環 k[x2,…, xn]に対して，結果が証明されていると仮定する．そして考えるのは,

V(I) = ∅を満たすような k[x1,…, xn]の任意のイデアル I =〈f1,…, fs〉である．f1 が定数ならば証明は終

わるので，以降 f1 は定数ではないと仮定する．f1の全次数を N とすると，N ≥ 1である．ここで次のよう

な線型座標変換を施して，f1 を都合のよい形に書き換える

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x1 = x̃1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x2 = x̃2 + a2x̃1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
...

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 xn = x̃n + anx̃1．

ここで係数 ai ∈ k は後でうまく選ぶことにする．この変換を f1 に施すと

　　　　　　　　　　 f1(x1,…, xn) = f1(x̃1, x̃2 + a2x̃1,…, x̃n + anx̃1)

　　　　　　　　　　　　　　　　 = c(a2,…, an)x̃
N
1 +(x̃1に関して N 次未満の式)

と書ける．f1 の x̃1に関する次数 N は，全次数 N と一致しているので，c(a2,…, an)は消えない（a2,…, an

の零関数ではない）．代数的閉体は無限体であるので，c(a2,…, an) ̸= 0となるような a2,…, an が存在して，

選ぶことができる．

　その a2,…, an を選び，上の座標変換により f ∈ k[x1,…, xn]が写された多項式を f̃ ∈ k[x̃1,…, x̃n]と表す

ことにする．この変換は線型性を保つので，集合 Ĩ = {f̃ | f ∈ I}は再び k[x̃1,…, x̃n]のイデアルとなる．こ

こで，もし変換された方程式が解を持つならば，もとの方程式も解を持つので，V(I) = ∅ならばV(Ĩ) = ∅で
ある．また，この変換によって定数は変化しないので，1 ∈ Ĩが得られれば 1 ∈ I も従う．

　以上より，1 ∈ Ĩを示せば十分である．f1 ∈ I は f̃1 ∈ Ĩに写されるので，次のように書き換えられる

　　　　　　　　　　f̃1(x̃1,…, x̃n) = c(a2,…, an)x̃
N
1 + (x̃1に関して N 次未満の式).

ここで c(a2,…, an) ̸= 0である．これは，部分解 (x̃2,…, x̃n)が与えられたときに，̃x1に関して拡張できるこ

とを意味する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π1 : kn −→ kn−1

を後ろの n− 1成分への射影とする． Ĩ1 = Ĩ ∩ k[x̃2,…, x̃n]とする．幾何学的拡張定理により，kn−1での部分

解は常に拡張できること，すなわちV(Ĩ1) = π1(V(Ĩ))が分かる．よって，V(Ĩ1) = π1(V(Ĩ)) = π1(∅) = ∅と
なる．帰納法の仮定より，V(Ĩ1) = ∅のとき Ĩ1 = k[x̃2,…, x̃n]となる．したがって 1 ∈ Ĩ1 ⊂ Ĩとなり，証明

が完結した． 2

弱零点定理により，第１章の問題（A）を解くことができる．この問題は多項式連立方程式 f1 = … = fs = 0

が Cn に解を持つかというものであった．この連立方程式が解を持たないことは，V(f1,…, fs) = ∅つまり
1 ∈〈f1,…, fs〉と同値である．したがって，〈f1,…, fs〉の簡約グレブナー基底が {1}であるかを調べればよ
い．逆にこの基底が {1}でなければ（0であるか変数を含むならば）Cn にこのイデアルの元の共通零点が存

在する．

　このように，代数的閉体上では多様体とイデアルの間にある程度の対応関係がある．しかしそれは 1対 1対

応とまではいかない．補題 1-12.で議論したようにどのような体上であってもV(x) = V(x2) = {0}である．
これは異なるイデアルにそれぞれ同じ多様体が対応している例である．〈x, y〉と〈xm, yn〉もそうである．異

なるイデアルが同じ多様体を定める理由は，多項式とその冪は同じ集合上で消えるからである．
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定理 4-2．　ヒルベルトの零点定理

　 kを代数的閉体とする．多項式 f, f1,…, fs ∈ k[x1,…, xn]が f ∈ I(V(f1,…, fs))を満たすとする．このと

き，ある整数m ∈ N+ が存在して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 fm ∈〈f1,…, fs〉

となる．逆も成立する．

証明　多項式 f1,…, fsの共通零点で消える多項式 f に対して，m ∈ N+と A1,…, As ∈ k[x1,…, xn]で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 fm =

s∑
i=1

Aifi　… (∗)

を満たすものが存在することを示す．

　そのためにまずイデアル

　　　　　　　　　　　　　　　 Ĩ =〈f1,…, fs, 1− yf〉⊂ k[x1,…, xn, y ]

を考え，これが

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V(Ĩ) = ∅
を満たすことを示す．点 P = (a1,…, an, an+1) ∈ kn+1をとる．

(1)　 (a1,…, an)が f1,…, fs の共通零点である場合，仮定より f(a1,…, an) = 0となる．よって，1− yf の

点 P での値は，1− an+1f(a1,…, an) = 1 ̸= 0となり，P /∈ V(Ĩ)となる．

(2)　 (a1,…, an)が f1,…, fs の共通零点でない場合, ある i ∈ {1,…, s}に対して fi(a1,…, an) ̸= 0である.

ここで fiを y によらないものとすると，fi(a1,…, an, an+1) ̸= 0となる．よってこの場合も P /∈ V(Ĩ)とな

る．P ∈ kn+1は任意なので，これでV(Ĩ) = ∅が得られた．
　したがって弱い零点定理より，1 ∈ Ĩ が分かる．すなわち

　　　　　　　　　　　　 1 =

s∑
i=1

pi(x1,…, xn, y) · fi + q(x1,…, xn, y) · (1− yf)

となるような多項式 pi, q ∈ k[x1,…, xn, y]が存在する．ここで y =
1

f
=

1

f(x1,…, xn)
とおく．すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1 =

s∑
i=1

pi(x1,…, xn,
1

f
)fi

が得られる．この両辺に十分高い冪 fm を掛ければ，(∗)を満たす多項式 A1,…, As の存在が言える．逆の手

順によって，この逆の成立も分かる． 2

4.2 根基イデアルと多様体の対応

ヒルベルトの零点定理で考えた多様体のイデアル I(V(f1,…, fs)) はどのような集合となるだろうか？ 補

題 1-12.より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 I ⊂ I(V(I))

であった．これはヒルベルトの零点定理からもすぐに分かる．

補題 4-3．　 V を多様体とすると，fm ∈ I(V )ならば f ∈ I(V )である．

証明　 p ∈ V とする．fm ∈ I(V )ならば (f(p))m = 0である．すなわち f(p) = 0である．p ∈ V は任意なの

で f ∈ I(V )が成立する． 2
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　したがって，多様体 V で消える多項式全体によるイデアルは，ある多項式の冪が属せばその多項式自体も

属するという性質を持つ．その多項式たちこそが I と I(V(I))の差異である．さて，今述べた性質をもつイ

デアルを改めて定義する．

定義 4-4．　根基イデアル

　イデアル I があるm ∈ N+に対して fm ∈ I ならば f ∈ I をであるとき，I を根基イデアルという．

　補題 4-3.を言い換えると，I(V )は根基イデアルである．I と I(V(I))が一致しないのは，I が根基イデアル

でないからである．次に，根基イデアルでないイデアル I の根基をとるという操作を導入する．

定義 4-5．　根基

　 I ⊂ k[x1,…, xn]をイデアルとする．集合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 { f | m ∈ N+ s.t. fm ∈ I }
を I の根基といい

√
I と書く．

　まずは根基の性質を考える．I ⊂
√
Iは簡単に分かる．実際 f ∈ I ならば f1 ∈ I なので f ∈

√
Iである．ま

た，I が根基イデアルであることと I =
√
Iであることは同値である．

√√
I =

√
I も簡単である．

例 4-6．　 J =〈x2, y3〉⊂ k[x, y]の根基の様子を見てみる．

　 xも y も J には属さないが，x ∈
√
Jかつ y ∈

√
Jであり，

√
J =〈x, y〉である．積は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (x · y)2 = x2・y2 ∈ J

より，x・y ∈
√
Jである．和は

　　　　　　　　　　　　　 (x+ y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4 ∈ J

より，x+ y ∈
√
Jである．よって

√
Jはイデアルであり，J ⊊

√
J である．

補題 4-7．　 I が k[x1,…, xn]のイデアルならば，
√
I も I を含む k[x1,…, xn]のイデアルである．すなわち

根基イデアルである．

証明　 f, g ∈
√
Iをとると，正の整数 m, l が存在して fm, gl ∈ I となる．(f + g)m+l−1の 2項展開の各項は

因子 f igjを持つ．ここで i+ j = m+ l − 1．i ≥ mか j ≥ lのいずれかが成立するので，f iか gjのいずれか

が I に含まれ，f igl ∈ I となる．したがって (f + g)m+l−1 ∈ I であり，f + g ∈
√
Iが得られる．積について

も，f ∈
√
I , h ∈ k[x1,…, xn]とすれば (h・f)m = hm · fm ∈ I である．よって h · f ∈

√
Iとなる． 2

　以上で，零点定理のイデアル論的な定式化を述べることができる．

定理 4-8．　強い零点定理

　 k を代数的閉体とする．I を k[x1,…, xn]のイデアルとすると次が成立する

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 I(V(I)) =
√
I.

証明　 (⊃) f ∈
√
Iとすると，ある正の整数 m に対して fm ∈ I であり，fmは V(I) で消える．このと
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き f もV(I)で消えるから，f ∈ I(V(I))となる．

(⊂) 逆に f ∈ I(V(I))とすると，f は V(I)で消える．ヒルベルトの零点定理より，ある正の整数 mが存在

して fm ∈ I となる．よって f ∈
√
Iである． 2

　零点定理と言えば普通はこの定理 4-8.を指す．零点定理の最も重要な帰結は，幾何と代数の間の対応表を

作れることである．その対応表の基盤は次の定理にある．

定理 4-9．　イデアル―多様体対応

　 k を任意の体とする．

(i)写像　　　　　　　　　　　　　　 I : アフィン多様体 −→ イデアル

　　　　　　　　　　　　　　　　　 V : イデアル −→ アフィン多様体

は，それぞれ包含関係を逆転する．つまりイデアルが I1 ⊂ I2ならば V(I1) ⊃ V(I2)であり，同様に多様体

が V1 ⊂ V2ならば I(V1) ⊃ I(V2)である．さらに，任意の多様体 V に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V(I(V )) = V

が成立し，Iは常に 1対 1である．

(ii)　 k が代数的閉体のとき，根基イデアルだけを考えれば，写像

　　　　　　　　　　　　　　　 I : アフィン多様体 −→ 根基イデアル

　　　　　　　　　　　　　　　 V : 根基イデアル −→ アフィン多様体

はそれぞれ包含関係を逆転する全単射であり，互いに逆写像となる．

証明　 (i) 包含関係について，後半は命題1-13.で示したので，ここでは前半を示す．I1 ⊂ I2 ⊂ k[x1,…, xn]と

する．それぞれのイデアルの元はその基底の線型和で書けるので，I1の生成元は I2の生成元でもある．よっ

てある多項式 g1,…, gl ∈ k[x1,…, xn]を用いて，I2 = I1 +〈g1,…, gl〉と書ける．ゆえに，少なくとも I2の生

成元すべての共通零点全体V(I2)上では，I1の生成元もすべて消えることになり，V(I1) ⊃ V(I2)となる．

　次に，V(I(V )) = V を示す. V = V〈f1,…, fs〉⊂ knとする．(⊃) 任意の f ∈ I(V )は V で消えるので．

(V ⊂ V(f)つまり) V ⊂ V(I(V ))である．(⊂) f1,…, fs ∈ I(V )であるので，〈f1,…, fs〉⊂ I(V )となる．

これにVを作用させると，包含関係が逆転するので，V(I(V )) ⊂ V となる．以上で示したい等号の成立が分

かる．よって Iは左逆写像を持つので，1対 1であると分かる．

(ii) I(V )は根基であるので，Iは多様体の集合から根基イデアルの集合への写像である．V(I(V )) = V が得

られているので，あとは I(V(I)) = I であることを示せばよい．零点定理より I(V(I)) =
√
Iであるが，I を

根基としているので I =
√
Iであり，よって示すべき等式は直ちに得られる．したがって V と Iは互いに逆

写像であり，所与の集合間の全単射を定める． 2

　この定理の帰結として，多様体に関する問題は，代数的閉体上で考える限りは根基イデアルに関する代数の

問題に言い換えられることが分かる．そしてその逆も可能である．この代数と幾何の間を行き来できる特徴は

大変に有用である．さらに，多様体どうしの集合論的演算やその他の性質にもイデアルとの整然な対応関係が

あり，置き換えが可能である（上巻第 4章の第 3節から第 6節を参照）．

　ここまでの議論から，イデアルの根基を計算によって求める方法があるのかという疑問が浮かぶ．根基の生

成元を求めるアルゴリズムは，近年実用的なものが発見されている．
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　しかしここでは手の付け易い根基所属問題を解くことに留める．つまり与えられた多項式 f が根基
√
I に

属するかを判定できるかという問題である．ある正の整数 mに対して fm ∈ I かどうかを判定すればいいよ

うに思えるが，mの上限が分からない限り，すべてのmについてそれを調べることは不可能である．けれど

も，好運にもヒルベルトの零点定理の証明を用いると，その判定法が与えられる．具体的な mの値は手に入

らないが，判定は可能となる．

命題 4-10．　根基所属判定

　 k を任意の体とし，I =〈f1,…, fs〉⊂ k[x1,…, xn]をイデアルとする．このとき，f ∈
√
Iであるための必

要十分条件は f が

　　　　　　　　　　　　　　〈f1,…, fs, 1− yf〉=〈1〉⊂ k[x1,…, xn, y ]

を満たすことである．

証明　〈f1,…, fs, 1− yf〉= Ĩ とおく．

(⇐) 1 ∈ Ĩとすると，ヒルベルトの零点定理の証明にあるように

　　　　　　　　　　　　 1 =

i=1∑
s

pi(x1,…, xn, y) · fi + q(x1,…, xn, y) · (1− yf)

となるような多項式 pi, q ∈ k[x1,…, xn, y ]が存在する．y =
1

f
=

1

f(x1,…, xn)
とおくと

　　　　　　　　　　　　　　　　　 1 =

i=1∑
s

pi(x1,…, xn,
1

f
) · fi

が得られる．両辺に十分高い冪 fm を掛ければ，fm ∈ I が分かり，f ∈
√
I が得られる．

(⇒) f ∈
√
Iとする．このときあるmに対して fm ∈ I ⊂ Ĩ であり，また 1− yf ∈ Ĩ でもあるので，結局

　　　　　　　　　　 1 = ymfm + (1− ymfm)

　　　　　　　　　　　 = ym・fm + (1− yf)・(1 + yf +…+ ym−1fm−1) ∈ Ĩ

となる． 2

　この方法によれば，イデアル I +〈1− yf〉の簡約グレブナー基底を計算して，I +〈1− yf〉=〈1〉が分

かれば f ∈
√
I であり，そうでなければ f /∈

√
I であると判定できる．

例 4-11．　 k[x, y]のイデアル I =〈xy2 + 2y2, x4 − 2x2 + 1〉を考える．f = y − x2 + 1が
√
Iに属するか

を判定する．

　 k[x, y, z]の lex順序を用いると，イデアル

　　　　　　　　　　 Ĩ =〈xy2 + 2y2, x4 − 2x2 + 1, 1− z(y − x2 + 1)〉⊂ k[x, y, z]

は簡約グレブナー基底 {1}を持つことが分かる．よって判定法より y − x2 + 1 ∈
√
I が従う．

　この f は何乗から I に入るのだろうか？ lex順序に関する I のグレブナー基底を G = {x4 − 2x2 + 1, y2}
とする．

　　　　　　　　　　　　　　　　 y − x2 + 1
G
= y − x2 + 1 /∈ I,

　　　　　　　　　　　　　　　　(y − x2 + 1)2
G
= −2x2y + 2y /∈ I,

　　　　　　　　　　　　　　　　(y − x2 + 1)3
G
= 0
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と計算でき，f は 3乗から上の冪が I に属することが分かる．

　このことを幾何学的に解釈することもできる．I の生成元を因数分解すると

　　　　　　　　　　　 xy2 + 2y2 = y2(x+ 2)　 と　 x4 − 2x2 + 1 = (x2 − 1)2

である．よって V(I) = {(±1, 0)}であり，I に属する多項式はこの V(I)の 2点それぞれで，少なくとも 2

次の位数で消えている．f も勿論 (±1, 0)で消えるが，1次の位数でしか消えていない．だから I の元を得る

には，f のより高い冪を考える必要があるのである．

　イデアルの根基を計算できる例の 1つとして，単項イデアル I =〈f〉を考察する．多項式環は UFDである

ので，その元 f は一意に既約分解ができる．このとき
√
I は簡単に書き表せる．

命題 4-12．　 f ∈ k[x1,…, xn]，I =〈f〉とする．f = fa1
1 fa2

2 …far
r を f の異なる既約多項式の積への分解

とすると，次のように書ける

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
√
I =

√
〈f〉=〈f1f2…fr〉.

証明　 (⊃) N を a1,…, arの最大値より真に大きい整数とする．このとき

　　　　　　　　　　　　　　 (f1f2…fr)
N = fN−a1

1 fN−a2
2 …fN−ar

r f ∈ I

となり，f1f2…fr ∈
√
Iであることが分かる．

(⊂) 逆に g ∈
√
Iとすると，gM ∈ I となるような正の整数M が存在する．よって gM = h・f となるよう

な h ∈ k[x1,…, xn]が存在する．ここで，g = gb11 gg22 …gbss を g の異なる既約な多項式の積への分解とする.

このとき gM = gb1M1 gg2M2 …gbsMs は，gMの異なる既約な多項式の積への分解となる．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　 gb1M1 gg2M2 …gbsMs = h・fa1
1 fa2

2 …far
r

である．一意分解性より，この両辺の既約多項式たちは，定数倍を除いて同じものでなければならない．つま

り，各 fi (1 ≤ i ≤ r)はある gj の定数倍に一致する．これより g は f の多項式倍であることが分かり，g ∈
〈f1f2…fr〉が得られる． 2

定義 4-13．　簡約化，無平方

　多項式 f ∈ k[x1,…, xn]に対して，f の簡約化または被約化を，〈fred〉=
√
〈f〉となるような多項式 fredと

定義する．f = fredを満たすとき f は簡約あるいは被約である，または無平方であるという．

　 fredは多項式 f の重複した因子をすべて 1乗に変えたものである．したがって f の既約分解が分かってい

れば，fred は得られたのも同然である．また，fredは k の定数倍を除いて一意的に決まる．

　 f を因数分解しなくても，f から fred を計算するアルゴリズムはあるのだろうか？

命題 4-14．　 k を素体 Qを含む体とし，I =〈f〉⊂ k[x1,…, xn]とする．このとき f の簡約多項式 fredは

　　　　　　　　　　　　　　　 fred =
f

GCD

(
f,

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,…,

∂f

∂xn

)
で与えられる．

証明　 f を命題4-12. のように既約分解 f = fa1
1 fa2

2 …far
r で表すと，

√
I =〈f1f2…fr〉である．したがっ
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て fred = f1f2…fr であるので

　　　　　　　　　　　　　 GCD

(
f,

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,…,

∂f

∂xn

)
= fa1−1

1 fa2−1
2 …far−1

r

を示せばよい．

　まずは f の偏導関数を計算する

　　　　
∂f

∂xj
= fa1−1

1 fa2−1
2 …far−1

r

(
a1

∂f1
∂xj

f2…fr + a2f1
∂f2
∂xf

f3…fr +……+ arf1…fr−1
∂fr
∂xj

)
．

これより，fa1−1
1 fa2−1

2 …far−1
r は GCDを割り切ることが分かる．あとは，各 iに対して，fai

i で割り切れな

いような
∂f

∂xj
が存在することを示せばよい．

　今，f = fai
i hi と書くことにする．ここで既約性より，hiは fi で割り切れない多項式である．また fiは定

数ではないのである変数 xj を含む．よって f の偏導関数は

　　　　　　　　　　　　　　　 　
∂f

∂xj
= fai−1

i

(
ai

∂fi
∂xj

hi + fi
∂hi

∂xj

)
とも書ける．もしこの式が fai

i で割り切れるならば，
∂fi
∂xj

hiは fiで割り切れなければならない．fiは hiを割

り切らないので，fiは
∂fi
∂xj

を割り切らなければならない．Q ⊂ k だから k は無限体であり，fiは変数 xjを含

むので，
∂fi
∂xj
̸= 0である．しかも

∂fi
∂xj

の全次数は fiのそれよりも真に小さいので，fiは
∂fi
∂xj

を割り切れない.

よって，結局
∂f

∂xj
は fai

i では割り切れない．これにより，示したい事実が証明できた． 2

　体が素体 Qを含まない場合には，この公式は一般には正しくない．例えば有限体上では，f の次数によって
はその偏導関数

∂f

∂xj
が消えることがあり，そのとき上の公式の分母が 0となってしまうからである．

　最後に，第 3章でやり残していた定理 3-9.閉包定理の (i)の証明の準備ができたので，ここで行う．

定理 4-15．　 k を代数的閉体とする．V = V(f1,…, fs) ⊂ kn とする．πl : kn −→ kn−l を後ろの n− l 成

分への射影とする．Ilを l次の消去イデアル Il =〈f1,…, fs〉∩ k[xl+1,…, xn]とすると，V(Il)はπl(V )のザ

リスキー閉包である．

証明　アフィン多様体とは限らない部分集合 S ⊂ kn に対し，Sとは S を含む最小の多様体のことで

あり，これを S のザリスキー閉包という．これは V(I(S)) に等しい．… (⋆) よって今示すべきことは

V(Il) = V(I(πl(V )))である．

(⊃) 補題 3-7. より，πl(V ) ⊂ V(Il) である．V(I(πl(V ))) はπl(V ) のザリスキー閉包であるの

でV(I(πl(V ))) ⊂ V(Il)が従う．

(⊂) f ∈ I(πl(V ))とする．任意の (al+1,…, an) ∈ πl(V )に対して f(al+1,…, an) = 0である．f を k[x1,…,

xn] の元と見なすと，任意の (a1,…, an) ∈ V に対して f(a1,…, an) = 0 となる．ヒルベルトの零点定理よ

り，fN ∈〈f1,…, fs〉となるような整数N が存在する．f は x1,…, xl に依存しないので，fN もそうである．

したがって fN ∈〈f1,…, fs〉∩ k[xl+1,…, xn] = Il である．つまり f ∈
√
Il であり，I(πl(V )) ⊂

√
Il とな

る．以上でV(Il) = V(
√
Il) =⊂ V(I(πl(V )))となり，定理は証明された． 2

　

　（証明の補足）(⋆) の理由を述べる．S = V(I(S)) であることを示すには，W ⊂ kn を S を含む多様体と
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したときに V(I(S)) ⊂ W であることを示せばよい．今，S ⊂ W ならば定理 4-9.より I(S) ⊃ I(W )，更に

V(I(S)) ⊂ V(I(W )) = W である．

4.3 多様体の既約分解

補足として，根基イデアルと共に第 5 章で登場する概念を定義する．第 1 章の第 2 節で多様体どうし

の和集合はまた多様体になることを見た．例えば V(xz, yz) は直線と平面の和集合であった．直線や平面

はV(xz, yz)より単純な集合で，それ以上単純な多様体に分解できないように思える．

定義 4-16．　アフィン多様体 V ⊂ kn が既約であるとは，V をアフィン多様体 V1, V2 を用いて V = V1 ∪ V2

と表したとき，V1 = V または V2 = V が成り立つことをいう．

　V(xz, yz)は直線と平面に分解可能であるので可約である．しかし直線や平面が既約であることは，この定

義からは自明でない．多様体がいつ既約になるかを判定するには，対応するイデアルを見ればよい．証明は割

愛するけれども，実は既約多様体のイデアルは素イデアルとなる．またその逆も成立する．そして素イデアル

は根基イデアルになることが簡単に分かるので，代数的閉体上で 2つの写像 I,V は，既約多様体と素イデア

ルの 1対 1対応を誘導する．

　可約な多様体に対しては，巨大で複雑であるほど，単純な性質をもつパーツに分析することが重要となる．

直観的には，有限次元の任意の多様体は，既約な多様体に分割することができるはずである．つまり多様体の

分解が有限回で完了できることである．それはイデアルの ACCに対応している．

命題 4-17．　降鎖条件

　 kn の多様体の減少列 V1 ⊃ V2 ⊃ …は必ず途中で止まる．つまり ∃N ∈ N　 s.t.　 VN = VN+1 = … .

証明　 Vi に対応するイデアルをとると，イデアルの昇鎖

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 I(V1) ⊂ I(V2) ⊂ …
が得られる．イデアルの ACC(k[x1,…, xn]のネーター性)より，∃N ∈ N＞ 0 s.t. I(VN ) = I(VN+1) = …と

なる．任意の多様体 V に対してV(I(V )) = V であるので，VN = VN+1 = …が得られる． 2

定理 4-18．　 V ⊂ kn をアフィン多様体とする．V は既約な多様体 Vi の有限和集合

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V = V1 ∪… ∪ Vm

として書き表すことができる．

証明　背理法により示す．示すべき結論を否定すると，V は既約でないので，V = V1∪V ′
1で V ̸= V1, V ̸= V ′

1

となるような分解をもつ．さらに V1か V ′
1 のいずれかは既約な多様体の有限和集合として表せない．そうで

なければ V 自身が既約な多様体の有限和集合として表せてしまうからである．そこで V1 がこの性質をもつ

とする．同様に，V1 = V2 ∪ V ′
2 , V1 ̸= V2 , V1 ̸= V ′

2 と分解されて，V2 が同じ性質をもつと仮定できる．この

議論を延々と繰り返すことができ，アフィン多様体の無限列
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V1 ⊂ V2 ⊂ …
であって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V1 ̸= V2 ̸= …
を満たすものが得られる．ところがこれは多様体の降鎖条件に反する． 2

　このように任意の多様体は有限既約分解をもつ．では与えられた多様体の既約分解を求めるにはどのよう

に計算すればよいのだろうか？ 例えば V(xz, yz) の場合は，生成元の共通因子である z で括り出すことで

V(x, y) ∪V(z)と分解できる．そこでイデアル商との関連を考える．

定義 4-19．　イデアル商

　 I, J を k[x1,…, xn]のイデアルとする．I : J を

　　　　　　　　　　　　　　　 {f ∈ k[x1,…, xn] | ∀g ∈ J s.t. fg ∈ I}
と定義し，I の J によるイデアル商あるいはコロンイデアルという．

　 k[x, y, z]のイデアル〈xz, yz〉に適用すると

　　　　　　　　　　　　 〈xz, yz〉:〈z〉= {f ∈ k[x, y, z] | fz ∈〈xz, yz〉}
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 = {f ∈ k[x, y, z] | fz = Axz +Byz}
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 = {f ∈ k[x, y, z] | f = Ax+By}
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 =〈x, y〉.

　イデアル商 I : J もまた k[x1,…, xn]のイデアルであり，I を含む．

　また，イデアル商の零点V(I : J)は，V(I)−V(J)を含む．上の包含関係は，I の J による商をとること

が I の零点から J の零点を除くことに相当することを意味する．さらに代数的閉体上で I が根基イデアルな

らば，ここに等号が成立する． このとき

　　　　　　　　　　　　　V(I : J) ∪V(J) = V(I)−V(J) ∪V(J) = V(I)　 · · · (⋆)
というようにV(I)は分解できる．これを有限回繰り返せば，既約分解を得ることは理論上は可能である．

例 4-20．　 I =〈xz − y2, x3 − yz〉に対し，V = V(I)の既約分解を求める．

　 V は図示が可能で，z 軸と 1本の開いた捩れ 3次曲線からなることが分かる．よって V は可約であると思

われる．z 軸は既約だから，あとは曲線部分 V −V(x, y) を調べればよい．前段落の議論より，イデアル商

I :〈x, y〉を考えることになる．これについて次の等式の成立が簡単に分かる

　　　　　　　　　　　　　　　　 I :〈x, y〉= (I :〈x〉) ∩ (I :〈y〉).

I :〈x〉の生成元は，I ∩〈x〉の生成元をすべて x で割ったものである．　　　　　　　　　　　　　　　

z ＞ y ＞ xの lex順序を用いて I ∩〈x〉を計算すると

　　　　　　　　　　　　 I ∩〈x〉=〈x2z − xy2, x4 − xyz, x3y − xz2, x5 − xy3〉

となる．これより

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 I :〈x〉= I +〈x2y − z2〉

と計算できる．同様にして

　　　　　　　　　　　　　　　　 I :〈y〉= I +〈x2y − z2〉= I :〈x〉

となる．よって
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　　　　　　　　　　　　　 I :〈x, y〉= (I :〈x〉) ∩ (I :〈y〉) = I +〈x2y − z2〉

である．W := V(I+〈x2y − z2〉)は既約であることが分かる．後で (∗)で示すように I は根基であるので，

(⋆)より

　　　　　　　　　　　　　　　　V −V(x, y) = V(I :〈x, y〉) = W ⊂ C
が成立する．よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V = V(x, y) ∪W

となり，V の既約分解が分かった．

　複雑な既約分解になると，既約成分のダブりや別の既約成分に含まれるような成分がしばしば現れる．そう

した不要な成分を除外して，簡潔な既約分解を定義する．

定義 4-21．　極小分解

　 V ⊂ kn をアフィン多様体とする．各 Vi が既約であるような分解

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V = V1 ∪… ∪ Vm

が i ̸= j に対して Vi ̸⊂ Vj を満たすとき，極小分解あるいは無駄のない分解であるという．

定理 4-22．　 V ⊂ kn をアフィン多様体とする．このとき V は極小分解

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V = V1 ∪… ∪ Vm

をもつ．さらにこの分解は，V1,…, Vm の順序の入れ換えを除いて一意である．

証明　 V は既約分解 V = V1 ∪… ∪ Vm をもつ．ある Viが i ̸= j であるようなある Vj に含まれるならば，Vi

を除外して，残りの j ̸= iであるような Vj の和集合として V を表せる．mは有限だから，この過程を繰り返

せば V の極小分解が得られる．

　一意性を示すために，V = V ′
1 ∪… ∪ V ′

lを V の別の極小分解とする．初めの分解の各 Vi に対して

　　　　　　　　　 Vi = Vi ∩ V = Vi ∩ (V ′
1 ∪… ∪ V ′

l ) = (Vi ∩ V ′
1) ∪… ∪ (Vi ∩ V ′

l )

である．Vi は既約なので，既約多様体の定義よりある j に対して Vi = Vi ∩ V ′
j となる．つまり Vi ⊂ V ′

j であ

る．同様に，V ′
j ⊂ Vsとなるような 1 ≤ s ≤ mも存在する．合わせて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Vi ⊂ V ′
j ⊂ Vs

となる．極小性より i = sであり，ゆえに Vi = V ′
j である．したがって，各 Viは V = V ′

1 ∪… ∪ V ′
l に現れる

ので，m ≤ l を得る．同様に l ≤ mも分かり，m = l となる．よって V ′
i は Vi の入れ換えであり，一意性が

証明された． 2

　この一意性は，和が有限でないときには正しくない．例えば平面はその上の点全体の無限和集合であるが，

直線全体の無限和集合でもある．そしてその有限性はヒルベルトの基底定理，あるいは多項式環のネーター性

の帰結である．

　また，根基イデアルと多様体との間の写像の 1対 1対応を考えると，この定理は代数的にも述べられる．す

なわち，代数的閉体上で，任意の根基イデアルは有限個の素イデアルの無駄のない交わり I = P1 ∩…∩ Pr と

して一意的に書ける．ここで i ̸= j に対して Pi ̸⊂ Pj である（任意の体でもこれは成り立つが，その理由は別

の考え方による）．
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例 4-23．　例 4-20.の I =〈xz − y2, x3 − yz〉に対し，分解 V = V(x, y)∪W は極小分解である．これに対

応する I の分解について考える．

　今，I =〈x, y〉∩ (I : x)は簡単に分かる．〈x, y〉も I のイデアル商として表すことができるだろうか？ V か

らW を取り除くことを考えて，I : (x2y − z2) =〈x, y〉と計算できる．よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　 I = (I : (x2y − z2)) ∩ (I : x)

となる．I : (x2y − z2) =〈x, y〉は素イデアルである．I : xについても，W が既約だから I(W ) = I : xは素

イデアルであると分かる．よって，I を商イデアルの形をした素イデアルの交わりとして書くことができた．

　 (∗) 例 4-20. で残していた I が根基イデアルである理由を示す．素イデアルはすなわち根基イデアルで

あったので，I は根基イデアルの交わりである．よって，あとは根基イデアルの交わりが根基イデアルである

ことを示せばよい．J1, J2を根基イデアルとする．多項式の冪 fm ∈ J1∩J2をとると，fm ∈ J1かつ fm ∈ J2

であるので，f ∈ J1かつ f ∈ J2 であり，f ∈ J1 ∩ J2 となる．以上より I は根基イデアルである．

5 幾何の定理の自動証明

最終章は，これまでの応用として自動化された幾何的推論一般について論じる．ユークリッド幾何の一般的

な命題を，代数幾何の問題に置き換えて証明するアルゴリズム的手法を与える．このような方法を用いたプロ

グラムによって，実際に新しい定理群が証明された事実がある．これは人間の知能だけに可能な思考領域であ

ると考えられてきたため，近年は人工知能や幾何的造形の両分野の研究者に興味を抱かれている．

　この方法の基礎となるアイディアを説明する．まずユークリッド平面に直交座標を導入し，定理で指定され

る点の座標を与える．幾何の多くの定理における仮定と結論は，与えた座標を変数とする多項式連立方程式で

表すことができてしまう．そして仮定の式から結論の式が従うことを，実際に解を求めることなく証明するこ

とができる．単純な例で実行してみることにする．

例 5-1．　次の定理の証明を考える．

　　　　　　　　　　　『平行四辺形の 2本の対角線はそれぞれの中点で交わる』

　平行四辺形の頂点を A,B,C,D とし，対角線 AD と BC の交点を N とする．証明すべき結論は AN =

DN である．幾何的には△ANC ≡ △BNDを示すことで証明できる．代数幾何でこれを証明するためには,

まず直交座標を設定する．ここでは A に原点を AB の向きに水平な軸を据える．u1, u2, u3 ∈ R を不定元と
し，各頂点の座標を B = (u1, 0),C = (u2, u3)とする． D,N は A,B,C によって決まり，D = (x1, x2), N =

(x3, x4)とおく．このように任意の座標には ui,その他の座標を xj と区別する．xjを ui の式で表すことが目

標となる．それには仮定された幾何的性質を定量すればよい．

　 (仮定 1) 四角形 ABDC は平方四辺形である．すなわち AB ∥ CD かつ AC ∥ BD である．よって

　　　　　　　　　　　　　　　 0 =
x2 − u3

x1 − u2
　かつ　

u3

u2
=

x2

x1 − u1
.

これを多項式連立方程式の形に整理して

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h1 := x2 − u3 = 0,

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2 := (x1 − u1)u3 − x2u2 = 0

と書ける．ちなみにこれを解くと x1 = u1 + u2, x2 = u3 が得られるが，これはベクトル和の平行四辺形則が
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プログラムされていれば直接得ることができる．

　 (仮定 2) 対角線は N で交わる．すなわち N は AD 上かつ BC 上にある．よって

　　　　　　　　　　　　　　　
x4

x3
=

x2

x1
　かつ　

x4

x3 − x1
=

u3

u2 − u1
.

これを整理して

　　　　　　　　　　　　　　　 h3 := x4x1 − x3x2 = 0,

　　　　　　　　　　　　　　　 h4 := x4(u2 − u1)− (x3 − u1)u3 = 0

と書ける．

　一方，証明したい結論は対角線が中点で交わることである．これを定量するとAN = NDかつ BN = NCで

あるので

　　　　　　　　　　　　　　 x2
3 + x2

4 = (x3 − x1)
2 + (x4 − x2)

2,

　　　　　　　　　　　　　　 (x3 − u1)
2 + x2

4 = (x3 − u2)
2 + (x4 − u3)

2

である．整理して

　　　　　　　　　　　　　　 g1 := x2
1 − 2x1x3 − 2x4x2 + x2

2 = 0,

　　　　　　　　　　　　　　 g2 := 2x3u1 − 2x3u2 − 2x4u3 − u2
1 + u2

2 + u2
3 = 0

と書ける．仮定の式 h1 = h2 = h3 = h4 = 0の下で結論の式 g1 = g2 = 0が成り立つと，定理は翻訳できる．

定理は正しいので，勿論これは成り立つ．仮定の式を解くと，実際に (x3, x4) = (
u1 + u2

2
,
u3

2
)となる．

　座標や変数の設定の仕方は自由であり，それにより方程式系も変わる．より複雑な作図の例ではより単純化

できるような設定が望まれる．

　次に，仮定や結論に現れる幾何的性質で多項式方程式系に翻訳できるものを明らかにする．

　 (1) AB ⊥ CD 　⇐⇒　−−→AB · −−→CD = 0.

　 (2) C が中心 A,半径 AB の円周上にある　⇐⇒　 AB = AC.

　 (3) C が AB の中点である　⇐⇒　 A,C,B が同一直線上にあり，かつ AB = CB.

　 (4) ∠ABC = ∠DEF (鋭角の場合)　⇐⇒　正接が等しい.

　 (5) BD は∠ABC を 2等分する　⇐⇒　∠ABD = ∠CBD.

　 (6) AB は△ACD の外接円に接する　⇐⇒　∠ACD = ∠BAD (接弦定理).

　 (7) D は△ABC の外接円の周上にある　⇐⇒　∠BAC = ∠BDC など (円周角定理).

　 (8) 辺の長さの積，比，(分母が 0でない)複比に関する等式．

　 (9) 三角形がある場合は，正弦定理や余弦定理などの関係式．

　仮定と結論が多項式方程式系に翻訳可能である幾何の定理を許容的であるという．許容的な定理の一般形を

定める

　　　　　　　　　 h1(u1,…, um, x1,…, xn) = 0,

　　　　【仮定】　　　　　　　　
...　　　　　　　　　　 u1,…, um 　:　任意座標または独立変数，

　　　　　　　　　 hn(u1,…, um, x1,…, xn) = 0,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x1,…, xn 　 :　従属変数．

　　　　【結論】　 g(u1,…, um, x1,…, xn) = 0.
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ここで，従属変数 xi は仮定によって u1,…, um で表せるので，仮定の式の本数は xi の個数 n以上でなければ

ならない．また，結論の方程式は複数あっても結局 1本ずつ扱うことになるので，簡単のため 1本とする．

　結論が仮定から従うか否かを，代数的にどのように導くかを考える．少なくとも，h1,…, hn が消えるとき

に g も消えれば仮定から結論が従うことは分かる．つまり

　　　　　　 V = V(h1,…, hn) ⊂ Rm+nに対して g ∈ I(V ) (⊂ R[u1,…, um, x1,…, xn] =: R )

となればよい．このとき，結論 g は仮定 h1,…, hn から厳格に従うという．

　しかし，今 R上で考えているので，一般に I(V )を求める方法はない．そこで次の判定法を考える．

命題 5-2．　 g ∈
√
〈h1,…, hn〉ならば，g は h1,…, hn から厳格に従う．

証明　 g ∈
√
〈h1,…, hn〉　 =⇒ 　 ∃s ∈ N　 s.t.　 gs ∈〈h1,…, hn〉

　　　　　　　　　　　　 =⇒ 　 ∃Ai ∈ R　 s.t.　 gs =
∑n

i=1 Aihi.

このとき h1,…, hn が消えれば gs も消え，g も消える． 2

　ここで，R上では
√
〈h1,…, hn〉⊊ I(VR)であるので，この命題の逆は常には成り立たないことに注意する．

　命題 4-10.により

　　　　　　　　　　　 g ∈
√
〈h1,…, hn〉　⇐⇒　Ĩ =〈h1,…, hn, 1− yg〉=〈1〉

であったので，この判定法は有用である．

　 C上で考えると，g ∈
√
〈h1,…, hn〉の意味は分かりやすい．Cに解をもつことを許すことにより，仮定は

多様体 VC ⊂ Cm+n を定義する．このとき強い零点定理を用いると

　　　　　　　　　　　　　　 g ∈
√
〈h1,…, hn〉⊂ R[u1,…, um, x1,…, xn]

　　　　　　　　　　　　　　　⇐⇒ g ∈ I(VC) ⊂ C[u1,…, um, x1,…, xn]

であることが証明できる．つまり g ∈
√
〈h1,…, hn〉は，g は h1,…, hnから“C上で厳格に従う”ことと同値

である．h1 = … = hn = 0 の複素数解（実在しない点の座標や角度や辺の長さ）によって g が消えている

場合でも，この条件は満たされてしまうことになる．また，逆に R 上で正しいが C 上で正しくないような
定理が実際に存在する ( B.Sturmfels. Computing final polynomials and final syzygies using Buchberger’s

Grobner bases method. Results in Mathematics,Vol. 15, pp. 351-360, 1989 ). グレブナー基底の方法では

そのような定理には通用しない．これがこの方法における限界を示している．

　また，厳格に従うという条件ではまだ強すぎる．次がその例である．

　

例 5-3．　例 5-1.の定理で

　　　　　　　　　 Ĩ =〈h1, h2, h3, h4, 1− yg1, 1− yg2〉⊂ R[u1, u2, u3, x1, x2, x3, x4, y]

の簡約グレブナー基底を計算すると，驚くべきことに {1}にはならない．
　 x1＞ x2＞ x3＞ x4＞ u1＞ u2＞ u3 の lex順序における I =〈h1, h2, h3, h4〉のグレブナー基底を求めると，

次のようになる

　　　　　　　　　　　　　　　　 f1 = x1x4 + x4u1 − x4u2 − u1u3,

　　　　　　　　　　　　　　　　 f2 = (x1 − u1 − u2)u3,
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　　　　　　　　　　　　　　　　 f3 = x2 − u3,

　　　　　　　　　　　　　　　　 f4 = x3u3 + x4u1 − x4u2 − u1u3,

　　　　　　　　　　　　　　　　 f5 = (x4 −
1

2
u3)u1(u1 − u2),

　　　　　　　　　　　　　　　　 f6 = (x4 −
1

2
u3)u1u3.

仮定により定義される R7 の多様体 V とおく．f2, f5, f6 は可約なので，V(f1, · · · , f6)は可約である．V を既

約分解し，整理すると次の極小分解が得られる

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 V = V ′ ∪ U1 ∪ U2 ∪ U3，

　　　　　　　　　　　　 V ′ = V(x1 − u1 − u2, x2 − u3, x3 −
u1 + u2

2
, x4 −

u3

2
),

　　　　　　　　　　　　 U1 = V(x2, x4, u3),

　　　　　　　　　　　　 U2 = V(x1, x2, u1 − u2, u3),

　　　　　　　　　　　　 U3 = V(x1 − u2, x2 − u3, x3u3 − x4u2, u1).

　 U1 上では u3 = 0である．u3 は任意であると仮定していたのでこれは不適切な方程式である．u3 = 0のと

きは平行四辺形にならない．x2 = x4 = 0のときも同様である．この場合は仮定に反しているため除外されな

ければならない．U2, U3 も点の配置が退化した場合を示している．

　また，U1 上で x2 = x4 = 0なので，結論 g1 は g1 = x2
1 − 2x1x3 となり消えない．U2, U3 上でも同じく結

論は従わない．一方，V ′上では xiを ui で表している（ui は任意のままである）．実際 g1, g2 も消えるので V ′

上で結論は従う．

　 V 全体は 4頂点 A,B,C,D のとりうる配置すべてを表しており，最初からそれらが退化しないための条件

も加えておくのが，幾何学的な証明方法である．しかし代数的に解くためには方程式系に翻訳する必要がある

ので，u3 ̸= 0や不等式を条件として加えるわけにはいかない．よって，このように方程式系の共通零点から

退化する点を除く必要がある．

定義 5-4．　 V = V(h1,…, hn)の既約成分のうち，すべての ui が代数的独立（任意）であるような成分全

体の和集合を V ′ ⊂ Rm+n とする．結論 g が仮定 h1,…, hn から一般に従うとは

　　　　　　　　　　　　　　　　 g ∈ I(V ′) ⊂ R[u1,…, um, x1,…, xn]

となるときをいう．

　幾何の定理が正しいということは，その結論が仮定から一般に従うことに他ならない．しかし，V を分解し

て V ′ を求めることも I(V ′)を求めることも，一般には容易ではない．

　そこで，例 5-3.を用いてこの問題を考えてみる．I のグレブナー基底

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f2 = (x1 − u1 − u2)u3,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f5 = (x4 −
1

2
u3)u1(u1 − u2),

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f6 = (x4 −
1

2
u3)u1u3

に対し，次のように ui のみの成分を除けばよい

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f ′
2 := x1 − u1 − u2,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 f ′
5 = f ′

6 := x4 −
1

2
u3.

{ f1, f ′
2, f3, f4, f

′
5 }を I の新たな基底とすれば I(V ′)が求まり，非退化な場合のみについて解くことができる．

これは ui を最初から可逆元と見なしたということである．係数体を R(u1,…, um) とした多項式環で考える

のである．これと命題 5-2.から次の系が分かる．
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系 5-5．　 H =〈h1,…, hn〉を R(u1,…, um)[x1,…, xn] のイデアルとする．このとき g ∈
√
H ならば結論

g は仮定 h1,…, hn から一般に従う．

　つまり g かその冪が H ⊂ R(u1,…, um)[x1,…, xn]に入るかどうかを示せばよい．もしくは R(u1,…, um)

[x1,…, xn, y]のイデアルとして H +〈1− yg〉=〈1〉が成り立てば，定理が証明できることになる．

　最後に，この章の総括としてもう一つだけ例を取り上げる．この例は参考文献とは別に，当論文を書くに当

たって新しくグレブナー基底の方法を適用したものでる．

例 5-6．　トレミーの定理

　円に内接する任意の四角形 ABCD に対して，次の等式が成立する

　　　　　　　　　　　　　 　　 AB・CD +BC・DA = AC・BD.

　ここでは辺の長さでおく方が簡単であるので，AB = a, , BC = b, CD = c, DA = d とおく．ここで

a, b, c, d ∈ R× は既に分かっているものとする．

次に，四角形 ABCDがある円に内接するという条件には，対角の和がπであることを用いると上手くいく.

これは円周角の定理からすぐに分かる．よって四角形 ABCD の 4角について

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∠A+ ∠C = π,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∠B + ∠D = π.

角度が変数として現れる場合には，できるだけ三角関数に置き換えて翻訳する

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 cos∠A+ cos∠C = 0,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 cos∠B + cos∠D = 0.

　また，四角形であることから，対角線によって 4つの三角形 ABD, BCD, ABC, ACDが存在するので余

弦定理が選択できる

　　　　　　　　　　　　　　　　　 BD2 = a2 + d2 − 2ad cos∠A,

　　　　　　　　　　　　　　　　　 BD2 = b2 + c2 − 2bc cos∠C,
　　　　　　　　　　　　　　　　　 AC2 = a2 + b2 − 2ab cos∠B,

　　　　　　　　　　　　　　　　　 AC2 = c2 + d2 − 2cd cos∠D.

ここで，都合良く余弦定理を選択させるためには，定理の結論に含まれる新たな変数 AC,BD を登場させる

ような立式を優先的に行うように設定する．

　未知の変数 BD = X, AC = Y, cos∠A = A, cos∠B = B, cos∠C = C, cos∠D = D をおく．単項式順

序は C = D ＞ A = B ＞ X = Y の lex順序とする．

　仮定となる R[A,B,X, Y ]の元を考える．簡単のため，あらかじめ C,D を消去すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h1 := 2adA+X2 − a2 − d2,

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2 := −2bcA+X2 − b2 − c2,

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h3 := 2abB + Y 2 − a2 − b2,

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h4 := −2cdB + Y 2 − c2 − d2

が得られる．

　一方，成立を確かめたい結論の式は
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 XY = ac+ bd

と書ける．簡単のため次の等式を示すことにする

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 X2Y 2 = (ac+ bd)2.

整理して，結論となる R[A,B,X, Y ]の元が以下である

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 g := X2Y 2 − (ac+ bd)2.

系 5-5.より

　　　　　　　　　　（ア） I =〈h1, h2, h3, h4〉とおいたときに g ∈
√
I，

　　　　　　　　　　（イ） Ĩ =〈h1, h2, h3, h4, 1− yg〉とおいたときに Ĩ =〈1〉

のどちらかを示せば，仮定から結論が一般に従うことになる．

　 S多項式を用いて A,B を消去する

　　　　　　　　　　　 2abcd · S(h1, h2) = (ad+ bc)X2 − (ac+ bd)(ab+ cd) =: h5,

　　　　　　　　　　　 2abcd · S(h3, h4) = (ab+ cd)Y 2 − (ac+ bd)(ad+ bc) =: h6.

ここでブッフベルガーのアルゴリズムにより，I のグレブナー基底が {h1, h2, h3, h4, h5, h6}であることが分
かる．さらに消去定理より，{h5, h6}は I の消去イデアル I ∩ R[X,Y ]のグレブナー基底である．

（ア） (ad+ bc) · g = (ad+ bc)X2Y 2 − (ac+ bd)2(ad+ bc)

　　　　 　　　　 = Y 2 · h5 + (ac+ bd) · h6 ∈ I

　　　 ad+ bcは可逆元としてよいので，g ∈ I であり，g ∈
√
I が示された．

（イ） yY 2 · h5 + y(ac+ bd) · h6 + (ad+ bc) · (1− yg) = ad+ bc ∈ Ĩ

　　　上と同様にして，1 ∈ Ĩ すなわち Ĩ =〈1〉である．

　以上でトレミーの定理が証明された． 2
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